
Розв’язки квалiфiкацiйних задач

просунутий рiвень (8–9 та 9–11 класи),

2 вересня 2020

Задача 1. Кожна клiтинка дошки 2020 на 2020 пофарбована в один з
двох кольорiв: чорний або бiлий. Вiдомо, що кожна з клiтинок, яка має
2-х або 3-х сусiдiв за стороною, пофарбована в чорний колiр. Також вi-
домо, що з нашої дошки неможливо вирiзати однокольоровий квадрат
2 на 2. Доведiть, що з нашої дошки можна вирiзати квадрат 2 на 2 клi-
тинки якого пофарбованi в шаховому порядку.

2020

2020

Розв’язання. З умови задачi випливає, що краї дошки зафарбованi в чор-
ний. Нехай не знайшлося квадрата 2 на 2 у шаховiй розфарбовцi. Тодi, з
точнiстю до поворотiв, квадрати 2 на 2 мають вигляд (за умовою серед
них немає однокольорових):

Пiдрахуємо кiлькiсть𝐷 рiзнокольорових “домiношок” у всiх таких ква-
дратах. 𝑁 = 2019 · 2019 — кiлькiсть таких квадратiв. Тодi

𝐷 =
𝑁 · 2
2

= 2019 · 2019.

(У кожному з таких квадратiв по двi рiзнокольоровi “домiношки” i кожна
з них враховується двiчi.)



Але в кожному рядку i кожному стовпцi парна кiлькiсть рiзнокольоро-
вих “домiношок”. У будь-якому рядку (стовпцi), де перша i остання клi-
тинки чорнi, а всi решта бiлi, буде парна кiлькiсть рiзнокольорових “домi-
ношок”. При цьому при перефарбуваннi клiтинки (не крайньої) кiлькiсть
рiзнокольорових “домiношок” залишається парною. Що протирiчить не-
парностi 𝐷.
Таким чином, наше припущення, що не знайшлося квадрата 2 на 2 у

шаховiй розфарбовцi є невiрним.

Задача 2. З мiста 𝐴 в мiсто 𝐵 ведуть двi неперетиннi дороги. Вiдомо,
що двi машини, якi виїхали по рiзним дорогам з 𝐴 в 𝐵 i зв’язанi мо-
тузкою деякої довжини, яка менша нiж 2𝑙, змогли проїхати з 𝐴 в 𝐵 не
розiрвавши мотузку. Чи можуть розминутися, не доторкнувшись один
до одного, два круглих вози радiусiв 𝑙, центри яких рухаються цими до-
рогам назустрiч один одному.

(a)

машини

вози

(б)

Розв’язання. На рис. (а) зображено початкове положення возiв. Розгля-
немо квадрат (рис. (б)):

𝑀 = {𝑥1, 𝑥2; 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 1}.

Положення двох екiпажiв (один на першiй дорозi, iнший — на другiй до-
розi) можна характеризувати точкою квадрату 𝑀 : достатньо позначити
через 𝑥𝑖 долю вiдстанi вiд 𝐴 до 𝐵 по 𝑖-й дорозi, що заключається мiж 𝐴
i екiпажем на цiй дорозi.
Всеможливим положенням екiпажiв вiдповiдають всеможливi точки

квадрату 𝑀 . (Цей квадрат називається фазовим простором, а його точ-
ки — фазовими точками.) Таким чином, кожна фазова точка вiдповiдає
певному положенню пари екiпажiв, а будь-який рух екiпажiв зображає-
ться рухом фазової точки у фазовому просторi.



Наприклад, початкове положення машин (в мiстi 𝐴) вiдповiдає лiвому
нижньому куту квадрата (𝑥1 = 𝑥2 = 0), а рух машин з 𝐴 до 𝐵 зобража-
ється кривою, що веде у протилежний кут.
Аналогiчно, початкове положення возiв вiдповiдає правому нижньому

куту квадрата (𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1), а рух возiв зображається кривою, що
веде у протилежний кут.
Але будь-якi кривi в квадратi, що з’єднують рiзнi пари протилежних

вершин, перетнуться. Тому, як би не рухалися вози, наступить момент
часу у який пара возiв займе положення у якому знаходилася пара ма-
шин у деякий момент часу. У цей момент часу вiдстань мiж центрами
возiв буде менша 2𝑙. Таким чином, розминутися возам не вдасться.

Задача 3. Уявiть собi замкнуту по колу залiзницю. По нiй їде поїзд,
останнiй вагон якого скрiплений з першим так, що всерединi можна вiль-
но перемiщатися мiж вагонами. Ви опинилися в одному випадковому
вагонi i ваше завдання — пiдрахувати їх загальну кiлькiсть. У кожно-
му вагонi можна вмикати або вимикати свiтло, але початкове положе-
ння перемикачiв випадкове i заздалегiдь невiдоме. Всi вагони всерединi
виглядають абсолютно однаково, вiкна закритi так, що неможливо по-
дивитися назовнi, рух поїзда рiвномiрний. Позначати вагони будь-яким
чином, крiм включення або виключення свiтла, не можна. Кiлькiсть ва-
гонiв скiнчена.

Розв’язання. Наведемо один з можливих варiантiв розв’язання. Вам по-
трiбно включити свiтло в початковому вагонi, де Ви знаходитися, якщо
воно виключено. Потiм рухатися в одну iз сторiн, поки не зустрiнете
вагон з включеним свiтлом, при цьому обов’язково рахуєте вагони, що
пройшли. Виключаєте у знайденому вагонi свiтло i рухаєтеся назад до
початкового вагону (Ви пiдрахували кiлькiсть вагонiв для повернення).
Якщо в ньому горить свiтло, то повторюєте алгоритм. Якщо нi, то Ви
пройшли повне коло i знаєте вiдповiдь.

Задача 4. У рiвнобедреному △𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 = 𝐵𝐶) бiсектриса 𝐴𝐿 удвiчi
бiльша за висоту 𝐵𝐻. Знайдiть кути △𝐴𝐵𝐶.

Розв’язання. Нехай ∠𝐴 = 2𝛼. Добудуємо △𝐴𝐵𝐶 до ромба 𝐴𝐵𝐶𝐹 . То-
дi 𝐵𝐹 = 2𝐵𝐷 = 𝐴𝐸, a тому трапецiя 𝐴𝐵𝐸𝐹 є рiвнобiчною. Отже,
∠𝐴𝐹𝐸 = ∠𝐵𝐴𝐹 = 4𝛼, а ∠𝐵𝐹𝐸 = ∠𝐵𝐴𝐸 = 𝛼. Таким чином, ∠𝐴𝐵𝐹 =



∠𝐴𝐹𝐵 = 3𝛼. З прямокутного △𝐴𝐵𝐷 отримуємо 2𝛼 + 3𝛼 = 90∘, а тому
𝛼 = 18∘.
Вiдповiдь: 36∘, 36∘ та 108∘.

Задача 5. Доведiть, що, якщо
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Розв’язання. Оскiльки
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Таким чином, ми довели, що
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Задача 6. Розв’яжiть рiвняння 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 у натуральних числах.



Розв’язання. Очевидно, що пiдходить будь-яка пара (𝑛;𝑛), де 𝑛 ∈ N.
Без обмеження загальностi, будемо вважати, що 𝑏 > 𝑎 ≥ 1. Тодi,

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 ⇔ 𝑎𝑏−𝑎 =

(︂
𝑏

𝑎

)︂𝑎

⇒
(︂
𝑏

𝑎

)︂𝑎

∈ N ⇒ 𝑏

𝑎
∈ N.

Отже, 𝑏 = 𝑎𝑘, де 𝑘 ≥ 2, 𝑘 ∈ N. Тодi

𝑎𝑎𝑘−𝑎 = 𝑘𝑎 ⇒
(︀
𝑎𝑘−1

)︀𝑎
= 𝑘𝑎 ⇒ 𝑎𝑘−1 = 𝑘.

Якщо 𝑎 = 1, то i 𝑘 = 1, тому i 𝑏 = 1, що протирiчить умовi 𝑏 > 𝑎 ≥ 1.
Тобто 𝑎 ≥ 2. Тодi

𝑘 = 𝑎𝑘−1 ≥ 2𝑘−1 ⇒ 𝑘 ≥ 2𝑘−1.

Можна легко показати, використовуючи iндукцiю, що 2𝑘−1 > 𝑘 для
𝑘 ≥ 3. Отже, 𝑘 < 3, а тому 𝑘 = 2. Таким чином, 𝑎 = 2 i 𝑏 = 4.
Пара (2; 4) є єдиним розв’язком при 𝑏 > 𝑎 ≥ 1. Аналогiчно, при 𝑎 >

𝑏 ≥ 1, єдиним розв’язком є (4; 2).
Вiдповiдь: (2; 4), (4; 2) та (𝑛;𝑛), де 𝑛 ∈ N.

Задача 7. Про незростаючу функцiю 𝑓 : [0, 𝑎] → R вiдомо, що 𝑓(0) > 0,
𝑓(𝑎) = 0. Також вiдомо, що графiк функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) можна побуду-
вати не вiдриваючи олiвця вiд зошита. Знайти на цьому графiку точку
(𝑥0, 𝑓(𝑥0)), де 𝑥0 ∈ (0, 𝑎), що сума площ заштрихованих на малюнку
мiнiмальна.
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Розв’язання. Нехай 𝐴
(︀

𝑎√
2
, 𝑓
(︀

𝑎√
2

)︀)︀
. Розглянемо будь-яку точку𝐷(𝑏, 𝑓(𝑏)),

де 0 < 𝑏 < 𝑎√
2
, як показано на рисунку. Покажемо, що

𝑆𝑂𝐵𝐷 + 𝑆𝐿𝐷𝐶 > 𝑆𝑂𝐵𝐴 + 𝑆𝑃𝐴𝐶 .

Ця нерiвнiсть рiвносильна нерiвностям

𝑆𝑂𝐵𝐷 + 𝑆𝐿𝐷𝑃𝐴 + 𝑆𝑃𝐴𝐶 > 𝑆𝑂𝐵𝐷 + 𝑆𝑂𝐷𝐴 + 𝑆𝑃𝐴𝐶 ⇔
⇔ 𝑆𝐿𝐷𝑃𝐴 > 𝑆𝑂𝐷𝐴 ⇔

⇔ 𝑆𝐿𝑋𝐴𝑃 + 𝑆𝐷𝑋𝐴 > 𝑆𝑂𝑋𝐴 − 𝑆𝐷𝑋𝐴.
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2
,
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2
𝑆𝑂𝐿𝑃 ⇒ 𝑆𝑂𝐴𝑋 = 𝑆𝐿𝑋𝐴𝑃 ⇒

⇒ 𝑆𝐿𝑋𝐴𝑃 + 𝑆𝐷𝑋𝐴 > 𝑆𝑂𝑋𝐴 − 𝑆𝐷𝑋𝐴.

Розглянемо будь-яку точку 𝐸(𝑐, 𝑓(𝑐)), де 𝑎√
2
< 𝑐 < 𝑎, як показано на

рисунку. Покажемо, що

𝑆𝑂𝐵𝐸 + 𝑆𝑄𝐸𝐶 > 𝑆𝑂𝐵𝐴 + 𝑆𝑃𝐴𝐶 .

Ця нерiвнiсть рiвносильна нерiвностям

𝑆𝑂𝐵𝐴 + 𝑆𝑂𝐴𝐸 + 𝑆𝑄𝐸𝐶 > 𝑆𝑂𝐵𝐴 + 𝑆𝑄𝐸𝐶 + 𝑆𝑃𝐴𝐸𝑄 ⇔
⇔ 𝑆𝑂𝐴𝐸 > 𝑆𝑃𝐴𝐸𝑄 ⇔

⇔ 𝑆𝑂𝐴𝐹 + 𝑆𝐴𝐹𝐸 > 𝑆𝑃𝐴𝐹𝑄 − 𝑆𝐴𝐹𝐸.



Оскiльки
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𝑆𝑂𝑃𝑄 ⇒ 𝑆𝑂𝐴𝐹 = 𝑆𝐴𝑃𝑄𝐹 ⇒

⇒ 𝑆𝑂𝐴𝐹 + 𝑆𝐴𝐹𝐸 > 𝑆𝑃𝐴𝐹𝑄 − 𝑆𝐴𝐹𝐸.

Таким чином, 𝑥0 =
𝑎√
2
i 𝐴(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) є шуканою точкою.

Задача 8. Розв’яжiть систему нерiвностей:{︃
2𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 11𝑦2 ≤ 1,

4𝑥+ 7𝑦 ≥ 3.

Розв’язання. Нехай 𝑢 =
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Вiдповiдь: 𝑥 =
5

9
, 𝑦 =
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9
.



Задача 9. Рiвняння 3𝑥 + 5𝑦 = 7𝑧 + 1 має розв’язок (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 1, 1).
Доведiть, що це рiвняння не має iнших розв’язкiв у натуральних числах.

Розв’язання. Розглянемо остачi вiд дiлення лiвої i правої частин на 3.
Бачимо, що 𝑦 — непарне, тому 𝑦 = 2𝑎− 1, де 𝑎 ∈ N:

3𝑥 + 52𝑎−1 = 7𝑧 + 1.

Розглядаючи остачi дiлення останнього виразу на 8, знову бачимо, що 𝑥
та 𝑧 — непарнi, 𝑥 = 2𝑏− 1, 𝑧 = 2𝑐− 1, де 𝑏, 𝑐 ∈ N:

32𝑏−1 + 52𝑎−1 = 72𝑐−1 + 1.

Далi розглядуючи остачi вiд дiлення лiвої i правої частин на 5, отрима-
ємо, що 𝑏 = 2𝑚− 1, 𝑐 = 2𝑛− 1, де 𝑚,𝑛 ∈ N. Тому

34𝑚−3 + 52𝑎−1 = 74𝑛−3 + 1.

Розглядуючи лiву i праву частин по модулю 16, знаходимо, що 𝑎 — не-
парне, 𝑎 = 2𝑘 − 1, де 𝑘 ∈ N. Тодi

34𝑚−3 + 54𝑘−3 = 74𝑛−3 + 1.

Варiанти: 1) 𝑘 = 1, тодi 34𝑚−3 + 4 = 74𝑛−3. Припустимо, що 𝑚 ≥ 2,
тодi 74𝑛−3 ≡ 4 (mod 27). Зауважимо, що останнє неможливо, тому𝑚 = 1,
а звiдси 𝑛 = 1. Таким чином, (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (1, 1, 1).
2) 𝑘 ≥ 2, тодi 34𝑚−3 ≡ 74𝑛−3 + 1 (mod 25), а, отже, 34𝑚−3 ≡ 8 (mod 25),

а звiдси 𝑚 = 5𝑙 − 2, де 𝑙 ∈ N. Тодi маємо, що

320𝑙−11 + 54𝑘−3 = 74𝑛−3 + 1.

Розглядуючи лiву i праву частин останнього спiввiдношення по моду-
лю 7, отримаємо⎡⎢⎢⎢⎢⎣

{︃
𝑙 ≡ 2 (mod 3),

𝑘 ≡ 2 (mod 3),{︃
𝑙 ≡ 0 (mod 3),

𝑘 ≡ 1 (mod 3),

⇒ (𝑙 + 𝑘 − 1)
... 3.

Розглядуючи лiву i праву частин останнього спiввiдношення по моду-

лю 9, отримаємо, що (𝑛− 𝑘 − 1)
... 3.



Розглядуючи лiву i праву частин останнього спiввiдношення по моду-

лю 13, отримаємо, що 𝑙
... 3 та 𝑛 ≡ 1 (mod 3). Але, враховуючи попередню

сукупнiсть, отримуємо, що 𝑙
... 3, 𝑘 ≡ 1 (mod 3) та 𝑛 ≡ 1 (mod 3), що

протирiчить з (𝑛− 𝑘 − 1)
... 3.

Вiдповiдь: (1, 1, 1) єдиний розв’язок.


