
Çàäà÷i: ñèìåòði¨, çàìîùåííÿ òà êâàçiêðèñòàëè

21 âåðåñíÿ 2026 ð.

Ðiâåíü 1

Çàäà÷à 1. ×è ìîæíà çàìîñòèòè ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðîì 4× 7 êëiòèíîê áåç íàêëàäàíü òà
ïðîãàëèí ïëèòêàìè äîìiíî ðîçìiðîì 1× 2? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî çàãàëüíó ïëîùó (êiëüêiñòü îäèíè÷íèõ êëiòèíîê) ïðÿìîêóòíè-
êà:

S = 4× 7 = 28 êëiòèíîê.

Êîæíà ïëèòêà äîìiíî ïîêðèâà¹ ðiâíî 2 êëiòèíêè. Îòæå, ÿêùî çàìîùåííÿ iñíó¹, êiëüêiñòü
ïëèòîê ìà¹ äîðiâíþâàòè:

N =
28

2
= 14.

Ïîêàæåìî, ùî òàêå çàìîùåííÿ ñïðàâäi ìîæíà ïîáóäóâàòè. Ðîçiá'¹ìî ïðÿìîêóòíèê 4 × 7
íà äâà ïðÿìîêóòíèêè: 4×4 òà 4×3. Êîæåí ñòîâï÷èê ïàðíî¨ äîâæèíè 4 ìîæíà ðîçáèòè íà
äâi âåðòèêàëüíi ïëèòêè 1× 2. Îñêiëüêè ó íàøîìó ïðÿìîêóòíèêó ¹ 7 òàêèõ âåðòèêàëüíèõ
ñòîâï÷èêiâ, çàìîùåííÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç 7×2 = 14 âåðòèêàëüíî ðîçòàøîâàíèõ ïëèòîê äîìiíî.

Âiäïîâiäü: Òàê, ìîæíà.

Çàäà÷à 2. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ñèìâîëiâ çà ïðàâèëîì: ïî÷èíà¹ìî ç áóêâè A. Íà êî-
æíîìó íàñòóïíîìó êðîöi êîæíó áóêâó A çàìiíþ¹ìî íà AB, à êîæíó áóêâó B � íà A.

à) Çàïèøiòü îòðèìàíi ñëîâà íà ïåðøèõ ÷îòèðüîõ êðîêàõ.

á) Ñêiëüêè áóêâ ìiñòèòèìå ñëîâî íà 7-ìó êðîöi?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Âèïèøåìî ñëîâà ïîñëiäîâíî:

S1 = A,

S2 = AB,

S3 = ABA,

S4 = ABAAB.

á) Ïîçíà÷èìî äîâæèíó ñëîâà Sn ÷åðåç Ln. Ç ïðàâèë ïiäñòàíîâêè âèïëèâà¹, ùî êîæíå
ñëîâî Sn (ïî÷èíàþ÷è ç n = 3) óòâîðþ¹òüñÿ ïðèïèñóâàííÿì ñëîâà Sn−2 äî ñëîâà Sn−1:

Sn = Sn−1Sn−2.

Îòæå, äîâæèíè çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ Ôiáîíà÷÷i: Ln = Ln−1 + Ln−2. Îá÷è-
ñëèìî äîâæèíè ïåðøèõ 7 ñëiâ:

L1 = 1, L2 = 2, L3 = 3, L4 = 5, L5 = 8, L6 = 13, L7 = 21.

Âiäïîâiäü: á) 21 áóêâà.

1



Çàäà÷à 3. ßêi ç íàâåäåíèõ ïðàâèëüíèõ ìíîãîêóòíèêiâ ìîæóòü óòâîðþâàòè îäíîðiäíèé
ïàðêåò ïëîùèíè (çàìîùóâàòè ïëîùèíó áåç ïðîìiæêiâ ôiãóðàìè îäíîãî âèäó, ùî ñõîäÿòüñÿ
âåðøèíà äî âåðøèíè):

à) ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê;

á) ïðàâèëüíèé ÷îòèðèêóòíèê (êâàäðàò);

â) ïðàâèëüíèé ï'ÿòèêóòíèê;

ã) ïðàâèëüíèé øåñòèêóòíèê?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ òîãî ùîá ïëîùèíó ìîæíà áóëî çàìîñòèòè ïðàâèëüíèìè n-êóòíèêàìè
îäíîãî âèäó òàê, ùîá ó êîæíié ñïiëüíié âåðøèíi ñõîäèëàñÿ öiëà êiëüêiñòü k ≥ 3 êóòiâ, ñóìà
öèõ êóòiâ ïîâèííà äîðiâíþâàòè ïîâíîìó êóòó 360◦.

Êóò ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

αn =
(n− 2) · 180◦

n
.

Ïåðåâiðèìî çàäàíi âàðiàíòè:

à) Äëÿ ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà (n = 3): α3 =
1·180◦

3
= 60◦. Îñêiëüêè 360◦/60◦ = 6 ∈ N,

ó êîæíié âåðøèíi ñõîäÿòüñÿ 6 òðèêóòíèêiâ. Çàìîùåííÿ ìîæëèâå.

á) Äëÿ êâàäðàòà (n = 4): α4 = 2·180◦
4

= 90◦. Îñêiëüêè 360◦/90◦ = 4 ∈ N, ñõîäÿòüñÿ 4
êâàäðàòè. Çàìîùåííÿ ìîæëèâå.

â) Äëÿ ïðàâèëüíîãî ï'ÿòèêóòíèêà (n = 5): α5 =
3·180◦

5
= 108◦. Ñïiââiäíîøåííÿ 360◦/108◦ =

10/3 = 31
3
/∈ N. Îñêiëüêè 3× 108◦ = 324◦ < 360◦, à 4× 108◦ = 432◦ > 360◦, çàìîñòèòè

ïëîùèíó ëèøå ï'ÿòèêóòíèêàìè íåìîæëèâî.

ã) Äëÿ ïðàâèëüíîãî øåñòèêóòíèêà (n = 6): α6 = 4·180◦
6

= 120◦. Îñêiëüêè 360◦/120◦ =
3 ∈ N, ñõîäÿòüñÿ 3 øåñòèêóòíèêè. Çàìîùåííÿ ìîæëèâå.

Âiäïîâiäü: à), á), ã).

Ðiâåíü 2

Çàäà÷à 4. Äîâåäiòü, ùî øàõîâó äîøêó ðîçìiðîì 8× 8, ç ÿêî¨ âèðiçàíî äâi ïðîòèëåæíi ïî
äiàãîíàëi êóòîâi êëiòèíêè, íåìîæëèâî çàìîñòèòè 31 ïëèòêîþ äîìiíî 1× 2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçôàðáó¹ìî äîøêó 8×8 ó ñòàíäàðòíi ÷îðíèé i áiëèé êîëüîðè â øàõîâîìó
ïîðÿäêó. Ïî÷àòêîâà äîøêà ìiñòèòü 32 áiëi òà 32 ÷îðíi êëiòèíêè.

Ïðîòèëåæíi êóòîâi êëiòèíêè çàâæäè ìàþòü îäíàêîâèé êîëið. Íåõàé áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi âèðiçàíî äâi áiëi êëiòèíêè. Òîäi íà äîøöi çàëèøèëîñÿ:

32− 2 = 30 áiëèõ êëiòèíîê, 32 ÷îðíi êëiòèíêè.

Áóäü-ÿêà ïðÿìîêóòíà ïëèòêà äîìiíî ðîçìiðîì 1 × 2, ÿê áè âîíà íå áóëà ðîçòàøîâàíà
(âåðòèêàëüíî ÷è ãîðèçîíòàëüíî), îáîâ'ÿçêîâî ïîêðèâà¹ ðiâíî îäíó áiëó i ðiâíî îäíó ÷îðíó
êëiòèíêó.

Îòæå, áóäü-ÿêå ðîçìiùåííÿ 31 ïëèòêè äîìiíî ïîêðè¹ ðiâíî 31 áiëó òà 31 ÷îðíó êëi-
òèíêó. Àëå íàøà ôiãóðà ìiñòèòü ëèøå 30 áiëèõ êëiòèíîê. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü
íåìîæëèâiñòü çàìîùåííÿ.
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Çàäà÷à 5. Ðîçãëÿíåìî ñëîâî Ôiáîíà÷÷i Sn, îòðèìàíå çà ïðàâèëîì: S1 = A, S2 = AB,
Sn = Sn−1Sn−2 ïðè n ≥ 3. Íåõàé an � êiëüêiñòü áóêâ A, à bn � êiëüêiñòü áóêâ B ó ñëîâi
Sn. Çíàéäiòü âiäíîøåííÿ an

bn
äëÿ n = 6.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü âõîäæåíü áóêâ ó ïåðøèõ øåñòè ñëîâàõ:

S1 = A =⇒ a1 = 1, b1 = 0;

S2 = AB =⇒ a2 = 1, b2 = 1;

S3 = ABA =⇒ a3 = 2, b3 = 1;

S4 = ABAAB =⇒ a4 = 3, b4 = 2;

S5 = ABAABABA =⇒ a5 = 5, b5 = 3;

S6 = ABAABABAABAAB =⇒ a6 = 8, b6 = 5.

Ïîñëiäîâíîñòi êiëüêîñòi áóêâ ñàìi ¹ ÷èñëàìè Ôiáîíà÷÷i: an = Fn, bn = Fn−1 (äå F1 = 1, F2 =
1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5, F6 = 8). Òîìó øóêàíå âiäíîøåííÿ äëÿ n = 6 äîðiâíþ¹:

a6
b6

=
8

5
= 1.6.

Âiäïîâiäü: 8
5
.

Çàäà÷à 6. Ôiãóðà ìà¹ ïîâîðîòíó ñèìåòðiþ ïîðÿäêó n, ÿêùî ïðè ïîâîðîòi íàâêîëî öåíòðà
íà êóò 360◦

n
âîíà ñóìiùà¹òüñÿ ñàìà iç ñîáîþ.

à) Çíàéäiòü íàéìåíøèé äîäàòíèé êóò ïîâîðîòó, ÿêèé ñóìiùà¹ ïðàâèëüíèé ï'ÿòèêóòíèê
iç ñàìèì ñîáîþ.

á) ×è iñíó¹ ïàðàëåëîãðàì, âiäìiííèé âiä ïðÿìîêóòíèêà i ðîìáà, ùî ìà¹ ïîâîðîòíó ñè-
ìåòðiþ ïîðÿäêó 4?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ïðàâèëüíèé ï'ÿòèêóòíèê ìà¹ ïîâîðîòíó ñèìåòðiþ ïîðÿäêó n = 5.
Íàéìåíøèé äîäàòíèé êóò ïîâîðîòó äîðiâíþ¹:

θ =
360◦

5
= 72◦.

á) Ïîâîðîòíà ñèìåòðiÿ 4-ãî ïîðÿäêó âiäïîâiäà¹ êóòó 360◦

4
= 90◦. ßêùî ïàðàëåëîãðàì

ñóìiùà¹òüñÿ iç ñîáîþ ïðè ïîâîðîòi íà 90◦, òî ñòîðîíè, ùî âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ âåðøè-
íè, ïðè ïîâîðîòi ïåðåõîäÿòü ó ñóñiäíi âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi ñòîðîíè, òîáòî âñi
ñòîðîíè ìàþòü áóòè ðiâíèìè (ðîìá), à âñi êóòè � ïðÿìèìè (ïðÿìîêóòíèê). Òàêèì
÷èíîì, ¹äèíèì ïàðàëåëîãðàìîì iç ñèìåòði¹þ 4-ãî ïîðÿäêó ¹ êâàäðàò.

Âiäïîâiäü: à) 72◦; á) Íi, íå iñíó¹.
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Ðiâåíü 3

Çàäà÷à 7. Ó ïðàâèëüíîìó ï'ÿòèêóòíèêó ABCDE çi ñòîðîíîþ 1 ïðîâåäåíî äiàãîíàëi AC
òà AD. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà ACD.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âíóòðiøíié êóò ïðàâèëüíîãî ï'ÿòèêóòíèêà äîðiâíþ¹:

∠ABC =
(5− 2) · 180◦

5
= 108◦.

Òðèêóòíèê ABC ¹ ðiâíîáåäðåíèì (AB = BC = 1). Îòæå, éîãî êóòè ïðè îñíîâi AC ðiâíi:

∠BAC = ∠BCA =
180◦ − 108◦

2
= 36◦.

Àíàëîãi÷íî, ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê AED (AE = ED = 1), îòðèìó¹ìî:

∠EAD = ∠EDA = 36◦.

Îá÷èñëèìî êóò ∠CAD:

∠CAD = ∠BAE − ∠BAC − ∠EAD = 108◦ − 36◦ − 36◦ = 36◦.

Îñêiëüêè AC = AD (äiàãîíàëi ïðàâèëüíîãî ï'ÿòèêóòíèêà ðiâíi), òðèêóòíèê ACD ¹ ðiâíî-
áåäðåíèì ç âåðøèíîþ A. Òîäi êóòè ïðè éîãî îñíîâi CD äîðiâíþþòü:

∠ACD = ∠ADC =
180◦ − ∠CAD

2
=

180◦ − 36◦

2
= 72◦.

Âiäïîâiäü: 36◦, 72◦, 72◦.

Çàäà÷à 8. Ó ïðàâèëüíîìó ï'ÿòèêóòíèêó çi ñòîðîíîþ a = 1 ïðîâåäåíî äâi äiàãîíàëi, ÿêi
ïåðåòèíàþòüñÿ âñåðåäèíi. Äîâåäiòü, ùî äîâæèíà äiàãîíàëi d çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ d2 −
d− 1 = 0, i çíàéäiòü òî÷íå çíà÷åííÿ d.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ó ïðàâèëüíîìó ï'ÿòèêóòíèêó ABCDE äiàãîíàëi AC òà BD ïåðåòè-
íàþòüñÿ â òî÷öi P . Ðîçãëÿíåìî êóòè:

� ∠BAC = 36◦, ∠BCA = 36◦,

� ∠CBD = 36◦, ∠BDC = 36◦.

Ó òðèêóòíèêó BPC: ∠PBC = 36◦, ∠PCB = 36◦, îòæå, âií ðiâíîáåäðåíèé, i BP = PC.
Çîâíiøíié êóò äî △BPC ïðè âåðøèíi P :

∠APB = ∠PBC + ∠PCB = 72◦.

Ó òðèêóòíèêó ABP : ∠BAP = ∠BAC = 36◦, à ∠ABP = ∠ABC−∠PBC = 108◦−36◦ = 72◦.
Îòæå, òðèêóòíèê ABP ¹ ðiâíîáåäðåíèì: AB = AP = 1.

Îñêiëüêè äîâæèíà âñi¹¨ äiàãîíàëi AC = d, à AP = 1, äîâæèíà âiäðiçêà PC äîðiâíþ¹:

PC = AC − AP = d− 1.

Ïîðiâíÿ¹ìî ðiâíîáåäðåíi òðèêóòíèêè△ABC (êóòè 108◦, 36◦, 36◦) òà△BPC (êóòè 108◦, 36◦, 36◦).
Âîíè ïîäiáíi çà òðüîìà êóòàìè:

△ABC ∼ △BPC.
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Ç ïîäiáíîñòi âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ âiäïîâiäíèõ ñòîðií:

AC

BC
=

BC

PC
=⇒ d

1
=

1

d− 1
.

Ïåðåìíîæóþ÷è íàâõðåñò, îòðèìó¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ:

d(d− 1) = 1 ⇐⇒ d2 − d− 1 = 0.

Êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ:

d =
1±

√
1− 4(−1)

2
=

1±
√
5

2
.

Îñêiëüêè äîâæèíà d > 0, âèáèðà¹ìî äîäàòíèé êîðiíü:

d =
1 +

√
5

2
= ϕ ≈ 1.6180339887 . . .

Öå âiäíîøåííÿ ¹ çîëîòèì ïåðåðiçîì.
Âiäïîâiäü: d = 1+

√
5

2
.

Çàäà÷à 9. ×è ìîæíà ïëîùèíó ïîêðèòè áåç ïåðåêðèòòiâ êîìáiíàöi¹þ ïðàâèëüíèõ äåñÿòè-
êóòíèêiâ, ïðàâèëüíèõ ï'ÿòèêóòíèêiâ òà ðîìáiâ, ÿêùî äîâæèíè ñòîðií óñiõ öèõ ôiãóð îäíà-
êîâi? Çíàéäiòü ãîñòðèé êóò ðîìáà, ÿêèé ïiäõîäèòü äëÿ çàïîâíåííÿ ïðîñòîðó áiëÿ ñïiëüíî¨
âåðøèíè ç îäíèì äåñÿòèêóòíèêîì òà îäíèì ï'ÿòèêóòíèêîì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî âíóòðiøíi êóòè ïðàâèëüíîãî äåñÿòèêóòíèêà (n = 10) òà ï'ÿòèêóòíèêà
(n = 5):

α10 =
(10− 2) · 180◦

10
=

8 · 180◦

10
= 144◦,

α5 =
(5− 2) · 180◦

5
= 108◦.

Ðîçãëÿíåìî âåðøèíó, â ÿêié ñõîäÿòüñÿ îäèí äåñÿòèêóòíèê, îäèí ï'ÿòèêóòíèê òà ðîìá (óñi
çi ñòîðîíîþ a). Ñóìà êóòiâ íàâêîëî âåðøèíè ìà¹ äîðiâíþâàòè 360◦:

α10 + α5 + θðîìáà = 360◦.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ:

144◦ + 108◦ + θðîìáà = 360◦ =⇒ 252◦ + θðîìáà = 360◦ =⇒ θðîìáà = 108◦.

ßêùî îäèí iç êóòiâ ðîìáà äîðiâíþ¹ 108◦, òî éîãî ãîñòðèé êóò äîðiâíþ¹:

180◦ − 108◦ = 72◦.

Òàêèé ðîìá ¹ êëàñè÷íèì òîâñòèì ðîìáîì Ïåíðîóçà.
Âiäïîâiäü: Ãîñòðèé êóò ðîìáà äîðiâíþ¹ 72◦.
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Ðiâåíü 4

Çàäà÷à 10. (Òåîðåìà ïðî êðèñòàëîãðàôi÷íå îáìåæåííÿ íà ïëîùèíi). Íåõàé Λ ⊂
R2 � ïëîñêà  ðàòêà, ïîðîäæåíà äâîìà ëiíiéíî íåçàëåæíèìè âåêòîðàìè. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî
ïîâîðîò Rθ íà êóò θ ∈ (0, π] íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïåðåâîäèòü  ðàòêó Λ ó ñåáå, òî
ìîæëèâèìè ïîðÿäêàìè îñi ñèìåòði¨ n = 2π

θ
ìîæóòü áóòè ëèøå n ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Çîêðåìà,

5-êðàòíà ïîâîðîòíà ñèìåòðiÿ äëÿ êðèñòàëîãðàôi÷íî¨  ðàòêè íåìîæëèâà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè  ðàòêà Λ äèñêðåòíà, iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð v1 ∈ Λ, ÿêèé ìà¹
ìiíiìàëüíó ìîæëèâó äîâæèíó ∥v1∥ = a > 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî  ðàòêà ìà¹ ñèìåòðiþ ïîâîðîòó íà êóò θ. Ïîâåðíåìî âåêòîð v1 íà êóò
θ çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ òà ïðîòè íå¨:

v2 = Rθv1 ∈ Λ, v3 = R−θv1 ∈ Λ.

Îñêiëüêè v2, v3 ∈ Λ, çà ëiíiéíiñòþ  ðàòêè ¨õíÿ ðiçíèöÿ (àáî ñóìà çi çíàêîì) òàêîæ íàëåæèòü
Λ:

w = v2 + v3 − v1 ∈ Λ.

Ç ãåîìåòði¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ (àáî â êîîðäèíàòíié ôîðìi, ÿêùî v1 = (a, 0)):

v2 = (a cos θ, a sin θ), v3 = (a cos θ,−a sin θ),

îòæå,
v2 + v3 = (2a cos θ, 0) = (2 cos θ)v1.

Òîäi âåêòîð w äîðiâíþ¹:
w = (2 cos θ − 1)v1.

Âåêòîð w ïàðàëåëüíèé äî v1, òîìó âií ìà¹ áóòè öiëî÷èñåëüíèì êðàòíèì âåêòîðà v1 (iíà-
êøå ìiæ òî÷êàìè 0 i v1 ç'ÿâèâñÿ á âåêòîð ìåíøî¨ äîâæèíè, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó v1 ÿê
ìiíiìàëüíîãî). Çîêðåìà, äîâæèíà ∥w∥ àáî äîðiâíþ¹ 0, àáî ∥w∥ ≥ ∥v1∥ = a. Âåêòîð v2 − v3
ïåðïåíäèêóëÿðíèé, òîìó çðó÷íiøå ðîçãëÿíóòè âåêòîð u = v2 − v1:

∥v2 − v1∥ = 2a sin
θ

2
.

ßêùî öåé âåêòîð íåíóëüîâèé, éîãî äîâæèíà íå ìîæå áóòè ìåíøîþ çà a:

2a sin
θ

2
≥ a =⇒ sin

θ

2
≥ 1

2
=⇒ θ ≥ 60◦.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè v2 + v3 = (2 cos θ)v1 ∈ Λ, ÷èñëî 2 cos θ ìà¹ áóòè öiëèì ÷èñëîì:

2 cos θ = m ∈ Z.

Îñêiëüêè −1 ≤ cos θ ≤ 1, ìîæëèâi çíà÷åííÿ äëÿ m ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}:

� m = 2 =⇒ cos θ = 1 =⇒ θ = 0 (ïîðÿäîê 1);

� m = 1 =⇒ cos θ = 1
2

=⇒ θ = π
3
= 60◦ (ïîðÿäîê 6);

� m = 0 =⇒ cos θ = 0 =⇒ θ = π
2
= 90◦ (ïîðÿäîê 4);

� m = −1 =⇒ cos θ = −1
2

=⇒ θ = 2π
3
= 120◦ (ïîðÿäîê 3);

� m = −2 =⇒ cos θ = −1 =⇒ θ = π = 180◦ (ïîðÿäîê 2).
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Äëÿ n = 5 êóò θ = 72◦, à 2 cos 72◦ = 2 ·
√
5−1
4

=
√
5−1
2

/∈ Z, òîìó n = 5 íåìîæëèâèé.

Çàäà÷à 11. Àïåðiîäè÷íå çàìîùåííÿ Ïåíðîóçà P3 ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ òèïiâ ðîìáiâ iç îäíà-
êîâîþ ñòîðîíîþ a:

� ¾òîâñòèé ðîìá¿ iç êóòàìè 72◦ òà 108◦;

� ¾òîíêèé ðîìá¿ iç êóòàìè 36◦ òà 144◦.

Çíàéäiòü òî÷íå âiäíîøåííÿ ïëîùi òîâñòîãî ðîìáà äî ïëîùi òîíêîãî ðîìáà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïëîùà ðîìáà çi ñòîðîíîþ a òà ãîñòðèì êóòîì α äîðiâíþ¹:

S = a2 sinα.

Äëÿ òîâñòîãî ðîìáà ãîñòðèé êóò α1 = 72◦:

Sòîâñò = a2 sin 72◦.

Äëÿ òîíêîãî ðîìáà ãîñòðèé êóò α2 = 36◦:

Sòîíê = a2 sin 36◦.

Çíàéäåìî âiäíîøåííÿ ïëîù:

Sòîâñò

Sòîíê

=
a2 sin 72◦

a2 sin 36◦
=

sin(2 · 36◦)
sin 36◦

=
2 sin 36◦ cos 36◦

sin 36◦
= 2 cos 36◦.

Îá÷èñëèìî òî÷íå çíà÷åííÿ cos 36◦. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ sin(5 · 36◦) = sin 180◦ = 0.
Âiäîìî, ùî cos 36◦ = 1+

√
5

4
. Îòæå:

2 cos 36◦ = 2 · 1 +
√
5

4
=

1 +
√
5

2
= ϕ.

Òàêèì ÷èíîì, âiäíîøåííÿ ïëîù òî÷íî äîðiâíþ¹ çîëîòîìó ïåðåðiçó ϕ.
Âiäïîâiäü: 1+

√
5

2
.

Çàäà÷à 12. Äîâåäiòü òîòîæíiñòü äëÿ çîëîòîãî ïåðåðiçó ϕ = 1+
√
5

2
:

ϕn = Fnϕ+ Fn−1, ∀n ≥ 2,

äå Fn � ÷èñëà Ôiáîíà÷÷i (F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, . . . ).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Áàçà iíäóêöi¨: äëÿ n = 2: Îñêiëüêè ϕ ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ ϕ2 − ϕ− 1 = 0, ìà¹ìî:

ϕ2 = ϕ+ 1 = 1 · ϕ+ 1 = F2ϕ+ F1.

Òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ.
Êðîê iíäóêöi¨: íåõàé òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå äëÿ äåÿêîãî k ≥ 2:

ϕk = Fkϕ+ Fk−1.

Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi íà ϕ:

ϕk+1 = ϕ(Fkϕ+ Fk−1) = Fkϕ
2 + Fk−1ϕ.

Ïiäñòàâèìî ϕ2 = ϕ+ 1:

ϕk+1 = Fk(ϕ+ 1) + Fk−1ϕ = (Fk + Fk−1)ϕ+ Fk.

Çà îçíà÷åííÿì ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i, Fk + Fk−1 = Fk+1. Îòðèìó¹ìî:

ϕk+1 = Fk+1ϕ+ Fk.

Iíäóêöiéíèé ïåðåõiä äîâåäåíî. Òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ âñiõ n ≥ 2.
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Ðiâåíü 5

Çàäà÷à 13. Ó ïðîöåñi iíôëÿöi¨ (subdivision) òðèêóòíèêiâ Ðîáiíñîíà êîæåí òîâñòèé òðè-
êóòíèê T1 ðîçáèâà¹òüñÿ íà îäèí òîâñòèé T1 òà îäèí òîíêèé T2, à êîæåí òîíêèé òðèêóòíèê
T2 � íà îäèí òîâñòèé òðèêóòíèê T1 i ïiäëÿãà¹ ìàñøòàáóâàííþ ç êîåôiöi¹íòîì ϕ.

à) Çàïèøiòü ìàòðèöþ çàìiíè M , ÿêà çàäà¹ ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðà êiëüêîñòåé

(
N1

N2

)
.

á) Çíàéäiòü âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi M òà ïîêàæiòü, ùî âiäíîøåííÿ êiëüêîñòi òîâñòèõ
ïëèòîê äî òîíêèõ ó íåñêií÷åííîìó çàìîùåííi ïðÿìó¹ äî ϕ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ïðàâèëî çàìiíè ìà¹ âèãëÿä:{
N

(k+1)
1 = 1 ·N (k)

1 + 1 ·N (k)
2 ,

N
(k+1)
2 = 1 ·N (k)

1 + 0 ·N (k)
2 .

Ó ìàòðè÷íié ôîðìi: (
N

(k+1)
1

N
(k+1)
2

)
= M

(
N

(k)
1

N
(k)
2

)
, äå M =

(
1 1
1 0

)
.

á) Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöiM iç õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ det(M−λI) = 0:

det

(
1− λ 1
1 −λ

)
= −λ(1− λ)− 1 = λ2 − λ− 1 = 0.

Êîðåíi:

λ1 =
1 +

√
5

2
= ϕ > 1, λ2 =

1−
√
5

2
= −1

ϕ
, |λ2| < 1.

Çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð, ùî âiäïîâiäà¹ äîìiíóþ÷îìó âëàñíîìó çíà÷åííþ λ1 = ϕ:(
1− ϕ 1
1 −ϕ

)(
v1
v2

)
=

(
0
0

)
=⇒ v1 − ϕv2 = 0 =⇒ v1

v2
= ϕ.

Çà òåîðåìîþ Ïåððîíà�Ôðîáåíióñà, ïðè áàãàòîðàçîâîìó çàñòîñóâàííi îïåðàòîðà Mk

íàïðÿìîê âåêòîðà

(
N

(k)
1

N
(k)
2

)
çáiãà¹òüñÿ äî âëàñíîãî âåêòîðà, òîáòî âiäíîøåííÿ êiëüêî-

ñòi ïëèòîê:

lim
k→∞

N
(k)
1

N
(k)
2

= ϕ.

Âiäïîâiäü: à) M =

(
1 1
1 0

)
; á) λ1 =

1+
√
5

2
, âiäíîøåííÿ ïðÿìó¹ äî ϕ.

Çàäà÷à 14. Äîâåäiòü, ùî çàìîùåííÿ Ïåíðîóçà ¹ ñòðîãî íåïåðiîäè÷íèì, òîáòî íå ìà¹ æî-
äíîãî âåêòîðà ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó T ̸= 0, ÿêèé ñóìiùà¹ çàìîùåííÿ iç ñàìèì ñîáîþ.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: íåõàé çàìîùåííÿ ¹ ïåðiîäè÷íèì ç äåÿêèì íåíó-
ëüîâèì âåêòîðîì òðàíñëÿöi¨ T ∈ R2.

Òîäi iñíó¹ ôóíäàìåíòàëüíà îáëàñòü (ïàðàëåëîãðàì òðàíñëÿöié) ñêií÷åííî¨ ïëîùi, ÿêà
ïðè ïåðiîäè÷íèõ çñóâàõ íà âåêòîðè  ðàòêè çàìîùó¹ âñþ ïëîùèíó. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ãëîáàëüíà ñåðåäíÿ ãóñòèíà êiëüêîñòi òîâñòèõ ðîìáiâ N1 òà òîíêèõ ðîìáiâ N2 âèçíà÷à¹òüñÿ
¨õíüîþ êiëüêiñòþ ó ôóíäàìåíòàëüíié îáëàñòi.

Îñêiëüêè ó ôóíäàìåíòàëüíié îáëàñòi ìiñòèòüñÿ öiëà êiëüêiñòü ïëèòîê êîæíîãî ñîðòó
(k1 ∈ N òà k2 ∈ N), âiäíîøåííÿ ¨õíiõ êiëüêîñòåé (òà âiäïîâiäíèõ ïëîù) ïîâèííî áóòè
ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì:

N1

N2

=
k1
k2

∈ Q.

Ïðîòå ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i (âëàñòèâiñòü iíôëÿöi¨ òà ñàìîïîäiáíîñòi ðîçáèòòÿ) ãðàíè÷íå
âiäíîøåííÿ êiëüêîñòåé äîðiâíþ¹:

N1

N2

= ϕ =
1 +

√
5

2
.

×èñëî
√
5 ¹ iððàöiîíàëüíèì, îòæå, ϕ /∈ Q. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ ñïðîñòîâó¹ ïðèïóùåííÿ

ïðî íàÿâíiñòü ïåðiîäó òðàíñëÿöi¨. Çàìîùåííÿ ¹ àïåðiîäè÷íèì.

Çàäà÷à 15. Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëüíèé çið÷àñòèé ï'ÿòèêóòíèê (ïåíòàãðàìó). Íåõàé âåêòîðè
ek =

(
cos 2πk

5
, sin 2πk

5

)
, äå k = 0, 1, 2, 3, 4, ñïðÿìîâàíi ó âåðøèíè ïðàâèëüíîãî ï'ÿòèêóòíèêà.

Äîâåäiòü òîòîæíiñòü:
4∑

k=0

cos

(
2πk

5

)
= 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíi ÷èñëà zk = ei
2πk
5 , äå k = 0, 1, 2, 3, 4. Âîíè ¹ âñiìà

ï'ÿòüìà êîìïëåêñíèìè êîðåíÿìè 5-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, òîáòî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ:

z5 − 1 = 0.

Ðîçêëàäàþ÷è íà ìíîæíèêè:

(z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1) = 0.

Îñêiëüêè z1 = ei
2π
5 ̸= 1, ñóìà âñiõ êîðåíiâ äîðiâíþ¹:

4∑
k=0

zk =
4∑

k=0

(z1)
k =

(z1)
5 − 1

z1 − 1
=

1− 1

z1 − 1
= 0.

Çà ôîðìóëîþ Åéëåðà, zk = cos
(
2πk
5

)
+ i sin

(
2πk
5

)
. Áåðó÷è äiéñíó ÷àñòèíó âiä ñóìè:

Re

(
4∑

k=0

zk

)
=

4∑
k=0

cos

(
2πk

5

)
= 0.
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Ðiâåíü 6

Çàäà÷à 16. (Ìîäåëü ïðî¹êöi¨ / Cut-and-Project ó 1D). Ðîçãëÿíåìî öiëî÷èñåëüíó
 ðàòêó Z2 íà ïëîùèíi ç êîîðäèíàòàìè (x, y). Íåõàé ïðÿìà E|| íàõèëåíà ïiä iððàöiîíàëüíèì
êóòîì ç òàíãåíñîì íàõèëó tanα = 1

ϕ
= ϕ− 1. Ñìóãà âiêíà ïðî¹êöi¨ W çàäà¹òüñÿ ïðî¹êöi¹þ

îäèíè÷íîãî êâàäðàòà [0, 1)2 íà îðòîãîíàëüíó ïðÿìó E⊥. Äîâåäiòü, ùî ïðî¹êöiÿ òî÷îê Z2 ∩
W íà ïðÿìó E|| óòâîðþ¹ ëàíöþæîê âiäðiçêiâ ëèøå äâîõ äîâæèí L (Long) òà S (Short),
ïðè÷îìó L

S
= ϕ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé áàçèñíi âåêòîðè  ðàòêè Z2 ¹ e1 = (1, 0) òà e2 = (0, 1). Ïðÿìà E||
çàäà¹òüñÿ îäèíè÷íèì âåêòîðîì:

u|| = (cosα, sinα),

à ïåðïåíäèêóëÿðíà äî íå¨ ïðÿìà E⊥ çàäà¹òüñÿ âåêòîðîì:

u⊥ = (− sinα, cosα).

Îñêiëüêè êóò íàõèëó çàäîâîëüíÿ¹ tanα = 1
ϕ
, ìà¹ìî:

cosα =
ϕ√

1 + ϕ2
, sinα =

1√
1 + ϕ2

.

Êîæåí êðîê ìiæ ñóñiäíiìè òî÷êàìè  ðàòêè Z2, ùî ïðî¹êòóþòüñÿ â ïîëîñó, âiäïîâiäà¹ çñóâó
àáî íà e1, àáî íà e2. Äîâæèíè ïðî¹êöié áàçèñíèõ âåêòîðiâ íà ïàðàëåëüíèé ïðîñòið E||
äîðiâíþþòü ñêàëÿðíèì äîáóòêàì:

L = ⟨e1, u||⟩ = cosα,

S = ⟨e2, u||⟩ = sinα.

Îñêiëüêè æîäåí âíóòðiøíié êðîê íå ìîæå ïåðåñòðèáíóòè ãðàíèöþ ïîëîñè áåç çñóâó íà
îäèí iç áàçèñíèõ êðîêiâ  ðàòêè, ñóñiäíi ñïðî¹êòîâàíi òî÷êè íà ïðÿìié E|| çàâæäè çíàõîäÿ-
òüñÿ íà âiäñòàíÿõ, ùî ¹ ïðî¹êöiÿìè îäèíè÷íèõ êðîêiâ, òîáòî àáî L, àáî S. Çíàéäåìî ¨õí¹
âiäíîøåííÿ:

L

S
=

cosα

sinα
=

1

tanα
=

1

1/ϕ
= ϕ.

Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü ïðî¹êöié óòâîðþ¹ îäíîâèìiðíèé êâàçiêðèñòàë (ëàíöþæîê Ôi-
áîíà÷÷i) ç äâîìà âiäñòàíÿìè, âiäíîøåííÿ ÿêèõ äîðiâíþ¹ çîëîòîìó ïåðåðiçó.

Çàäà÷à 17. Ðîçãëÿíåìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó ïîâîðîòiâ êîëà: xn+1 = {xn + α}, äå {t} �
äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà, à α =

√
5−1
2

� iððàöiîíàëüíå ÷èñëî. Äîâåäiòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü
òî÷îê {xn}∞n=1 ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ íà âiäðiçêó [0, 1], àëå íiêîëè íå ¹ ïåðiîäè÷íîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1. Íåïåðiîäè÷íiñòü: Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü òàêi öiëi n > m, ùî xn =
xm. Çà ôîðìóëîþ xn = {x0 + nα}, öå îçíà÷à¹:

{x0 + nα} = {x0 +mα} ⇐⇒ (x0 + nα)− (x0 +mα) = k ∈ Z.

Çâiäñè:

(n−m)α = k =⇒ α =
k

n−m
.
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Îñêiëüêè n ̸= m, ÷èñëî α ìàëî á áóòè ðàöiîíàëüíèì. Àëå α =
√
5−1
2

/∈ Q. Îòðèìàíå ïðîòè-
ði÷÷ÿ äîâîäèòü, ùî âñi åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi {xn} ïîïàðíî ðiçíi, à îòæå, ïîñëiäîâíiñòü
íåïåðiîäè÷íà.

2.Âñþäè ùiëüíiñòü (Òåîðåìà Äiðiõëå / ßêîái):Îñêiëüêè ìíîæèíà çíà÷åíü {xn}∞n=1

íåñêií÷åííà i ìiñòèòüñÿ â êîìïàêòíîìó âiäðiçêó [0, 1], äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ðîçiá'¹ìî [0, 1]
íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ äîâæèíè ìåíøå ε. Çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå, â îäèí ç ií-
òåðâàëiâ ïîòðàïëÿòü ùîíàéìåíøå äâi ðiçíi òî÷êè xn1 òà xn2 (n1 > n2). Òîäi âiäñòàíü ìiæ
íèìè:

δ = |xn1 − xn2| = |{(n1 − n2)α}| < ε.

Çñóâ íà âåëè÷èíó δ ̸= 0 ãåíåðó¹ ëàíöþæîê òî÷îê, ÿêèé ¾êðîêó¹¿ ïî êîëó ç êðîêîì, ìåíøèì
çà ε. Îòæå, ó áóäü-ÿêèé iíòåðâàë (a, b) ⊂ [0, 1] ïîòðàïëÿ¹ õî÷à á îäíà òî÷êà òðà¹êòîði¨, ùî
é äîâîäèòü âñþäè ùiëüíiñòü.

Çàäà÷à 18. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë çàäàíà ÿê un = cos(2πnϕ), äå ϕ = 1+
√
5

2
. Äîâåäiòü,

ùî ïîñëiäîâíiñòü {un} íå ìà¹ ãðàíèöi ïðè n → ∞.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàíèöÿ iñíó¹ i äîðiâíþ¹ A = limn→∞ cos(2πnϕ). Ñêîðè-
ñòà¹ìîñÿ òðèãîíîìåòðè÷íîþ òîòîæíiñòþ:

cos(2π(n+ 1)ϕ) + cos(2π(n− 1)ϕ) = 2 cos(2πnϕ) cos(2πϕ).

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n → ∞ â îáîõ ÷àñòèíàõ:

A+ A = 2A cos(2πϕ) =⇒ 2A(1− cos(2πϕ)) = 0.

Îñêiëüêè ϕ = 1+
√
5

2
/∈ Q, ÷èñëî 2πϕ íå ¹ êðàòíèì 2π, òîìó cos(2πϕ) ̸= 1. Îòæå, ¹äèíèì

ìîæëèâèì çíà÷åííÿì ¹ A = 0.
Ç iíøîãî áîêó, ñêîðèñòà¹ìîñÿ òîòîæíiñòþ:

cos(4πnϕ) = 2 cos2(2πnϕ)− 1.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n → ∞:

lim
n→∞

cos(4πnϕ) = 2A2 − 1.

Îñêiëüêè ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi cos(2πk(2ϕ)) äëÿ iððàöiîíàëüíîãî 2ϕ çà àíàëîãi÷íèìè ìið-
êóâàííÿìè ïîâèííà áóëà á òàêîæ äîðiâíþâàòè 0, îòðèìó¹ìî:

0 = 2(0)2 − 1 = −1,

ùî ¹ î÷åâèäíîþ ñóïåðå÷íiñòþ. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {un} êîëèâà¹òüñÿ i ãðàíèöi íå ìà¹.

Ðiâåíü 7

Çàäà÷à 19. (Ìàòðè÷íå âèâåäåííÿ êðèñòàëîãðàôi÷íîãî îáìåæåííÿ â Rn). Íåõàé
ïîâîðîò åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2 íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò çáåðiãà¹ äåÿêó äâîâèìiðíó
 ðàòêó Λ.

à) Äîâåäiòü, ùî ìàòðèöÿ öüîãî ïîâîðîòó â áàçèñi  ðàòêè ¹ öiëî÷èñåëüíîþ, òîáòî A ∈
GL(2,Z).
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á) Âèêîðèñòîâóþ÷è iíâàðiàíòíiñòü ñëiäó îïåðàòîðà âiäíîñíî âèáîðó áàçèñó, îòðèìàéòå
óìîâó íà ñëiä ìàòðèöi Tr(A) òà çíàéäiòü óñi ìîæëèâi êóòè ïîâîðîòó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Íåõàé {v1, v2} � áàçèñ  ðàòêè Λ. Áóäü-ÿêèé âóçîë  ðàòêè çàïèñó¹òüñÿ
ÿê x = c1v1 + c2v2, äå c1, c2 ∈ Z. ßêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð Rθ ïåðåâîäèòü Λ ó ñåáå, òî
îáðàçè áàçèñíèõ âåêòîðiâ ïîâèííi íàëåæàòè öié ñàìié  ðàòöi:

Rθ(v1) = a11v1 + a21v2, Rθ(v2) = a12v1 + a22v2,

äå âñi êîåôiöi¹íòè aij ∈ Z. Îòæå, â áàçèñi  ðàòêè ìàòðèöÿ îïåðàòîðà A =

(
a11 a12
a21 a22

)
ìà¹ öiëi åëåìåíòè: A ∈ M2×2(Z).

á) Â îðòîíîðìîâàíîìó åâêëiäîâîìó áàçèñi îïåðàòîð ïîâîðîòó íà êóò θ ìà¹ ìàòðèöþ:

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Ñëiä ìàòðèöi Tr ¹ iíâàðiàíòîì îïåðàòîðà i íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó:

Tr(A) = Tr(Rθ) = cos θ + cos θ = 2 cos θ.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A öiëî÷èñåëüíà, ¨¨ ñëiä îáîâ'ÿçêîâî ¹ öiëèì ÷èñëîì:

Tr(A) = a11 + a22 ∈ Z =⇒ 2 cos θ = m ∈ Z.

Îñêiëüêè | cos θ| ≤ 1, ìîæëèâi çíà÷åííÿ m ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}, ùî äà¹:

cos θ ∈
{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1

}
=⇒ θ ∈

{
π,

2π

3
,
π

2
,
π

3
, 0

}
.

Öå âiäïîâiäà¹ ïîðÿäêàì îñåé ñèìåòði¨ n ∈ {2, 3, 4, 6, 1}.
Âiäïîâiäü: Tr(A) = 2 cos θ ∈ Z; ïîðÿäêè ñèìåòði¨ 1, 2, 3, 4, 6.

Çàäà÷à 20. (Äèôðàêöiéíèé ïiê Áðå  à äëÿ îäíîâèìiðíîãî ëàíöþæêà). Íåõàé ñó-
êóïíiñòü àòîìiâ ðîçòàøîâàíà â òî÷êàõ xn = n+εn, äå εn � ïåðiîäè÷íà àáî êâàçiïåðiîäè÷íà
ôóíêöiÿ. Iíòåíñèâíiñòü äèôðàêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà:

I(k) = lim
N→∞

1

N

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

eikxn

∣∣∣∣∣
2

.

Îá÷èñëiòü I(k) äëÿ iäåàëüíî¨ ïåðiîäè÷íî¨  ðàòêè xn = n·a òà ïîêàæiòü, ùî ïiêè âèíèêàþòü
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè õâèëüîâèé âåêòîð k íàëåæèòü îáåðíåíié  ðàòöi: k = 2πm

a
, m ∈ Z.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâèìî xn = na ó ôîðìóëó ñóìè:

SN(k) =
N∑

n=1

eikna =
N∑

n=1

(
eika
)n

.

Öå ñóìà ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ç ïåðøèì ÷ëåíîì q = eika òà çíàìåííèêîì q. ßêùî ka =
2πm (m ∈ Z), òî eika = 1, òîìó:

SN(k) =
N∑

n=1

1 = N.
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Òîäi iíòåíñèâíiñòü ó òî÷êàõ áðå  iâñüêèõ ìàêñèìóìiâ:

I(k) = lim
N→∞

1

N
|N |2 = lim

N→∞
N = ∞ (ó ñåíñi äåëüòà-ôóíêöi¨ Äiðàêà δ(k − 2πm/a)).

ßêùî æ ka ̸= 2πm, òî q ̸= 1, i çà ôîðìóëîþ ñóìè:

SN(k) = eika
1− eiNka

1− eika
.

Îöiíèìî ìîäóëü ñóìè çâåðõó:

|SN(k)| ≤
|1− eiNka|
|1− eika|

≤ 2

|1− eika|
=

1

| sin(ka/2)|
= C(k) < ∞.

Òîäi ãðàíèöÿ äëÿ iíòåíñèâíîñòi äîðiâíþ¹:

I(k) = lim
N→∞

1

N
|SN(k)|2 ≤ lim

N→∞

C(k)2

N
= 0.

Îòæå, äèôðàêöiéíà êàðòèíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ãîñòðèõ òî÷êîâèõ áðå  iâñüêèõ ïiêiâ ïðè k ∈
2π
a
Z.

Çàäà÷à 21. Ðîçãëÿíåìî ïðî¹êöiþ 5-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R5 ç êàíîíi÷íèì áà-
çèñîì {e0, e1, e2, e3, e4} íà äâîâèìiðíèé ïðîñòið E|| ∼= C. Ëiíiéíèé ïðî¹êòîð çàäà¹òüñÿ âiä-
îáðàæåííÿì áàçèñíèõ âåêòîðiâ:

π||(ej) = ζj, äå ζ = ei
2π
5 , j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

à) Äîâåäiòü, ùî îïåðàöiÿ öèêëi÷íîãî çñóâó êîîðäèíàò ó R5 (ïåðåñòàíîâêà ej 7→ ej+1 (mod 5))
âiäïîâiäà¹ ïîâîðîòó íà êóò 72◦ ó ôiçè÷íîìó ïðîñòîði E||.

á) Ïîêàæiòü, ÷îìó öå äîçâîëÿ¹ êâàçiêðèñòàëó îáiéòè êëàñè÷íå êðèñòàëîãðàôi÷íå îáìå-
æåííÿ â R2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Íåõàé äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ R5 ìà¹ âèãëÿä x =
∑4

j=0 xjej. Éîãî îáðàç
ó ïëîùèíi E|| ∼= C äîðiâíþ¹:

z = π||(x) =
4∑

j=0

xjζ
j.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð öèêëi÷íîãî çñóâó T : R5 → R5, ùî äi¹ íà áàçèñ ÿê
T (ej) = ej+1 (mod 5). Çíàéäåìî ïðî¹êöiþ çìiùåíîãî âåêòîðà T (x) =

∑4
j=0 xjej+1:

π||(T (x)) =
4∑

j=0

xjζ
j+1 = ζ ·

(
4∑

j=0

xjζ
j

)
= ζ · π||(x).

Ìíîæåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà ζ = ei
2π
5 ãåîìåòðè÷íî ¹ ïîâîðîòîì ïëîùèíè íà êóò

2π
5
= 72◦.
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á) Êðèñòàëîãðàôi÷íå îáìåæåííÿ çàáîðîíÿ¹ ïîâîðîò 5-ãî ïîðÿäêó ëèøå äëÿ äâîâèìið-
íèõ òðàíñëÿöiéíèõ  ðàòîê. Ó ïðîñòîði R5 îïåðàòîð T ¹ ïðîñòîþ ìàòðèöåþ ïåðåñòà-
íîâîê:

T =


0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 ∈ GL(5,Z),

ÿêà ¹ àáñîëþòíî äîçâîëåíîþ öiëî÷èñåëüíîþ ìàòðèöåþ çi ñëiäîì Tr(T ) = 0 ∈ Z. Êâà-
çiêðèñòàë íå ¹ òðàíñëÿöiéíî-ïåðiîäè÷íîþ  ðàòêîþ â R2, à ¹ ïåðåòèíîì àáî ïðî¹êöi-
¹þ ïåðiîäè÷íî¨  ðàòêè Z5 iç ïðîñòîðó âèùî¨ âèìiðíîñòi íà iððàöiîíàëüíî íàõèëåíèé
ïiäïðîñòið. Òàêèì ÷èíîì, ñèìåòðiÿ 5-ãî ïîðÿäêó âèíèêà¹ ïðèðîäíî áåç ïîðóøåííÿ
çàêîíiâ ïåðiîäè÷íîñòi â ïðîñòîði R5.
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