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Анотацiя. Однiєю з найвiдомiших та найбiльш вивчених задач дослiдження операцiй є
задача комiвояжера. Не дивлячись на свою просту постановку, вона знайшла застосува-
ння у багатьох рiзних галузях i по сьогоднi є темою активних дослiджень пов’язаних як
з розробкою нових методiв та пiдходiв до її розв’язання, так i зi створенням узагальне-
них постановок задач i нових математичних моделей для їх формалiзацiї. Дана робота
присвячена дослiдженню впливу двох видiв додаткових обмежень на швидкiсть роботи
програм Gurobi та CPLEX при розв’язаннi спецiального класу задач маршрутизацiї.
Наведенi постановки задач пошуку найкоротшого циклу i шляху, що вiдвiдує задану
кiлькiсть вершин кластерiв графа. Описанi математичнi моделi змiшаного цiлочисло-
вого лiнiйного програмування для їх розв’язання на основi обмежень Мiллера, Такера
i Землiна та обмежень Гевiша i Грейвса. Наведенi результати обчислювальних експери-
ментiв, якi демонструють вплив додаткових обмежень на швидкiсть розв’язання задач
даними моделями.

Ключовi слова: узагальненi задачi маршрутизацiї; задача комiвояжера; найкоротший
цикл та шлях у графi; змiшане цiлочислове лiнiйне програмування; AMPL; Gurobi;
CPLEX; NEOS Server.

1 Вступ

Задача комiвояжера (Travelling Salesman Problem, TSP) є однiєю з найвiдомiших задач до-
слiдження операцiй, у своїй найпростiшiй постановцi вона звучить наступним чином: знайти
такий найкоротший можливий маршрут вiдвiдування заданого набору локацiй, який вiдвi-
дує кожну з них лише один раз та повертається до початкової локацiї. Ця задача знайшла
велику кiлькiсть застосувань як у сферах пов’язаних з логiстикою (планування транспор-
тування, маршрутизацiя транспортних засобiв, проектування мереж та iн.), так i у значно
бiльш неочiкуваних застосуваннях (картування геномiв у генетичних дослiдженнях, рентге-
нiвська кристалографiя, виробництво електронних плат, планування робочих графiкiв для
наземних i космiчних телескопiв, капiтальний ремонт газотурбiнних двигунiв та iн.) [5, 10].

У зв’язку iз застосовнiстю при розв’язаннi багатьох прикладних задач, задача комiво-
яжера є однiєю з найбiльш дослiджених задач даної галузi математики. Але, незважаючи
на iнтуїтивно зрозумiлу постановку, через свою NP-повноту досi залишається однiєю з най-
складнiших для розв’язання. За останнi декiлька столiть дослiдниками були запропонованi
рiзнi математичнi моделi її формалiзацiї та пiдходи до її розв’язання, якi можна роздiлити
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на двi великi групи: моделi та методи для пошуку точного розв’язку задачi та евристичнi i
мета-евристичнi методи для пошуку наближеного розв’язку [9].

У багатьох ситуацiях виникає потреба обов’язково враховувати спецiальну структуру
задачi або ж деякi обмеження спецiального виду, продиктованi предметною областю, що
дослiджується. У таких випадках класичної задачi комiвояжера недостатньо i для досягнен-
ня бажаних результатiв необхiдно розробляти узагальненi постановки задач та математичнi
моделi їхньої формалiзацiї. Активний розвиток обчислювальної технiки протягом останнiх
десятилiть сприяв створенню спецiалiзованого програмного забезпечення, яке дозволяє ви-
користовувати розробленi моделi у промислових сценарiях, зокрема i для розв’язання задач
великих розмiрiв.

Дана робота присвячена емпiричному дослiдженню впливу спецiальних надлишкових
обмежень на швидкiсть роботи двох програм для отримання точних розв’язкiв задач змiша-
ного цiлочислового лiнiйного програмування при розв’язаннi спецiального класу задач мар-
шрутизацiї. У параграфi 2 наведено короткий огляд найвiдомiших моделей для розв’язання
звичайної задачi комiвояжера та розглянуто деякi її узагальнення. Параграф 3 присвячений
опису задач пошуку найкоротшого циклу та найкоротшого шляху, що вiдвiдують задану
кiлькiсть вершин кластерiв графа, наведенi математичнi моделi змiшаного цiлочислового лi-
нiйного програмування для їх розв’язання. Спецiальнi обмеження для прискорення методiв
гiлок та меж, якi використовуються програмами Gurobi та CPLEX, наведенi у параграфi 4
разом з результатами обчислювальних експериментiв.

2 Огляд лiтератури

Розглянемо математичну постановку класичної задачi комiвояжера. Нехай матриця 𝐷(𝑛,𝑛)

задає повний граф на 𝑛 вершинах, а її елементи 𝑑𝑖𝑗 ≥ 0 позначають довжину ребра мiж
вершинами 𝑖 та 𝑗. Будемо вимагати, щоб граф не мiстив петель — тобто щоб 𝑑𝑖𝑖 = 0 ∀𝑖 ∈ 𝑉 ,
де 𝑉 = {1, 2, . . . , 𝑛} позначає множину всiх вершин графа. Якщо необхiдно врахувати не-
симетричнiсть вiдстаней мiж вершинами графу, то це можна зробити присвоєнням рiзних
значень елементам 𝑑𝑖𝑗 та 𝑑𝑗𝑖. Без втрати загальностi оберемо вершину 1 початковою. Тодi
задача комiвояжера полягає у пошуку найкоротшого циклу, який розпочинається у верши-
нi 1, вiдвiдує кожну вершин графа рiвно один раз та повертається до стартової вершини.

Для формального опису цiєї задачi при знаходженнi її точних розв’язкiв часто вико-
ристовують змiшане цiлочислове лiнiйне програмування (mixed integer linear programming,
MILP). Задачi такого виду заснованi на задачi про призначення i виглядають наступним
чином:

𝑑*tsp = min
𝑥𝑖𝑗

{︃
𝑑tsp(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

}︃
, (1)

𝑛∑︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑥𝑖𝑗 = 1,

𝑛∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

𝑥𝑗𝑖 = 1, 𝑖 ∈ 𝑉, (2)

𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗, (3)

обмеження, що забезпечують зв’язнiсть циклу, (4)

обмеження на додатковi змiннi (якщо вони є). (5)

У задачах даного типу використовуються булевi змiннi 𝑥𝑖𝑗 (3) якi набувають значення 1,
якщо вiдповiдне ребро, яке з’єднує вершини 𝑖 та 𝑗, наявне у циклi, iнакше — 0. Обме-
ження (2) забезпечують одноразовий вихiд з та вхiд у кожну з вершин графа, i разом зi
змiнними (3) утворюють задачу про призначення. Але просто задачi про призначення не-
достатньо для того, щоб забезпечити зв’язнiсть отриманого циклу. Тому додатково вводять
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обмеження виду (4) та (5), якi разом з (2) та (3) дозволяють описати всi допустимi розв’язки.
Розв’язанню задачi комiвояжера ж вiдповiдає знаходження такого розв’язку, який мiнiмiзує
загальну довжину маршруту (1).

Дослiдники по-рiзному пiдходили до визначення обмежень для гарантування зв’язностi
отриманого циклу, серед перших буди Данциг, Фулкерсон i Джонсон якi у роботi [6] запро-
понували обмеження наступного виду, якi не потребують введення додаткових змiнних:∑︁

𝑖,𝑗∈𝑆
𝑥𝑖𝑗 ≤ |𝑆| − 1, 𝑆 ⊂ 𝑉, 2 ≤ |𝑆| ≤ 𝑛− 2, (6)

де 𝑆 ⊂ 𝑉 , 2 ≤ |𝑆| ≤ 𝑛 − 2 це всi можливi пiдмножини множини всiх вершин графа.
Використання обмежень (6) на практицi є обчислювально складним, адже потребує повного
перебору всiх можливих пiдмножин на кожнiй iтерацiї алгоритму, який розв’язує задачу
комiвояжера.

У роботi [11] Мiллером, Такером i Землiном були запропонованi наступнi обмеження (7),
якi використовують додатковi змiннi 𝑢 (8), що задають порядок вiдвiдування вершин та
можуть набувати як додатних цiлих, так i невiд’ємних дiйсних значень (у данiй роботi
розглядається перший випадок):

𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 + 𝑛𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑛− 1, 𝑖, 𝑗 ∈ {2, . . . , 𝑛}, 𝑖 ̸= 𝑗, (7)

𝑢𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}, 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛}. (8)

Данi обмеження мають наступний змiст. Якщо 𝑥𝑖𝑗 = 0, тобто ребро, яке з’єднує вершини 𝑖
та 𝑗, не входить до циклу — то вiдповiднi змiннi 𝑢𝑖 та 𝑢𝑗 можуть набувати довiльних значень
з множини {1, . . . , 𝑛− 1}. Якщо ж 𝑥𝑖𝑗 = 1, тобто ребро, яке з’єднує вершини 𝑖 та 𝑗, входить
до циклу — то вiдповiднi змiннi 𝑢𝑖 та 𝑢𝑗 повиннi задовольняти нерiвностi 𝑢𝑖 ≤ 𝑢𝑗 − 1. Так
як в такому випадку вершина 𝑗 слiдує одразу за вершиною 𝑖 i цi змiннi задають порядок
вiдвiдування вершин, то повинна досягатися рiвнiсть 𝑢𝑖 = 𝑢𝑗 − 1, що накладає обмеження
на допустимi значення 𝑢𝑖 та 𝑢𝑗 i задає порядок вiдвiдування всiх вершин графа.

Iнший пiдхiд був запропонований Гевiшом та Грейвсом у роботi [8], де зв’язнiсть розв’яз-
ку забезпечується з допомогою обмежень (9)–(11) наступного виду, якi заснованi на дiйсних
невiд’ємних змiнних 𝑧 (12) що задають потiк деякого абстрактного товару по мережi:

𝑧𝑖𝑗 − (𝑛− 1)𝑥𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑖 ̸= 𝑗, (9)
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑧1𝑗 = 𝑛− 1,

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑧𝑗1 = 0, (10)

𝑛∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

𝑧𝑖𝑗 −
𝑛∑︁

𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

𝑧𝑗𝑖 = −1, 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛}, (11)

𝑧𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑖 ̸= 𝑗. (12)

Данi обмеження мають наступний змiст. Обмеження (9) гарантують перевезення про-
дукту мiж вершинами 𝑖 та 𝑗 тiльки тодi, коли 𝑥𝑖𝑗 = 1, обмеження (10) означають, що iз
початкової вершини 1 потрiбно виїхати iз 𝑛 − 1 одиницями продукту та повернутися в неї
iз 0 одиницями продукту, а обмеження (11) означають, що у вершинi 𝑖 потрiбно залишати
рiвно одну одиницю продукту.

Окрiм розробки нових математичних моделей для звичайної задачi комiвояжера також
триває i робота над формулюванням нових, узагальнених задач маршрутизацiї та мате-
матичних моделей для їх розв’язання. Наприклад, у роботах [2, 14] сформульованi задачi
знаходження найкоротшого циклу або шляху в графi, якi проходять через задану кiлькiсть
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вершин графа за умови, що лише деякi з цих 𝑘 вершин заданi обов’язковими для вiдвiду-
вання. Для задання таких умов на маршрут використовуються булевi змiннi 𝑦𝑖 = 0 ∨ 1, якi
набувають значення 1, якщо вершина 𝑖 входить до маршруту, iнакше — 0.

Iнша модифiкацiя задачi комiвояжера пiд назвою “Clustered Travelling Salesman Problem”
(CTSP) представлена у роботi [4]. У нiй розглядається ситуацiя, коли вершини графа роз-
дiленi на кластери, i вершини кожного кластеру потрiбно вiдвiдати послiдовно у деякому
порядку перед тим, як розпочинати вiдвiдування вершин деякого iншого кластеру. При
пошуку оптимального маршруту за даних умов необхiдно одночасно визначити i порядок
вiдвiдування кожного з кластерiв, i порядок вiдвiдування всiх вершин кожного кластеру.

У роботах [12,13] запропоновано iнше узагальнення задачi комiвояжера пiд назвою “Gene-
ralized Travelling Salesman Problem” (GTSP) та ефективнi методи його розв’язання. У данiй
постановцi задачi всi вершини графа також розбиваються на кластери якi, в загальному
випадку, можуть перетинатися — i задача полягає у знаходженнi найкоротшого маршруту
який вiдвiдує рiвно по однiй вершинi з кожного кластеру.

3 Постановки задач та математичнi моделi, що розглядаються

Наведемо постановки узагальнених задач оптимальної маршрутизацiї, якi були запропоно-
ванi та дослiдженi у роботах [1, 15, 16]. Перша з них описує задачу пошуку найкоротшого
циклу при обмеженнях на кiлькiсть вершин з кластерiв графа для вiдвiдування, а друга —
задачу пошуку найкоротшого шляху за схожих обмежень.

Для опису математичних моделей для розв’язання цих задач введемо наступнi додатковi
позначення для пiдмножин множини всiх вершин графа 𝑉 : 𝑉𝑠𝑓 = 𝑉 ∖ {𝑠, 𝑓}, 𝑉𝑠 = 𝑉 ∖ {𝑠},
𝑉𝑓 = 𝑉 ∖ {𝑓}, 𝑉𝑖 = 𝑉 ∖ {𝑖} та 𝑉𝑗 = 𝑉 ∖ {𝑗}.

3.1 Задача пошуку найкоротшого циклу, що вiдвiдує задану кiлькiсть

вершин кластерiв графа

Нехай матриця 𝐷(𝑛,𝑛) так само, як i в параграфi 2, задає повний граф на 𝑛 вершинах.
Оберемо одну вершину з множини 𝑉 , яка буде початковою, та позначимо її 𝑠 — а всi iншi
вершини графа роздiлимо на𝐾 кластерiв 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝐾 таким чином, щоб

∑︀𝐾
𝑘=1 |𝐶𝑘| = 𝑛−1

та 𝐶𝑝∩𝐶𝑞 = ∅ для 𝑝 ̸= 𝑞, де |𝐶𝑘| позначає кiлькiсть елементiв множини 𝐶𝑘, ∀𝑘 ∈ {1, . . . ,𝐾}.
Введемо параметри 𝑚𝑘, 0 ≤ 𝑚𝑘 ≤ |𝐶𝑘|, що будуть позначати кiлькiсть рiзних вершин, якi
необхiдно вiдвiдати з кожного кластера 𝐶𝑘.

При такiй розширенiй постановцi можна сформулювати складнiшу задачу пошуку опти-
мального циклу: знайти найкоротший можливий цикл у графi 𝐷(𝑛,𝑛) який розпочинається
у вершинi 𝑠, вiдвiдує рiвно 𝑚𝑘 разiв кожен кластер 𝐶𝑘 без вiдвiдування тiєї ж вершини
бiльше одного разу (тобто вiдвiдуючи рiвно 𝑀 =

∑︀𝐾
𝑘=1𝑚𝑘 рiзних вершин з 𝑛 − 1 наявних

у графi) та повертається у вершину 𝑠.

3.2 Модель на основi обмежень Мiллера, Такера i Землiна

Перша модель для розв’язання задачi пошуку найкоротшого циклу, що вiдвiдує задану
кiлькiсть вершин кластерiв графа, базується на обмеженнях Мiллера, Такера i Землiна,
версiї яких для моделювання звичайної задачi комiвояжера були описанi вище.

Введемо такi змiннi та їх позначення: булевi змiннi 𝑥𝑖𝑗 = 0∨1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑖 ̸= 𝑗, кожна з яких
дорiвнює 1, якщо вiдповiдне ребро, яке з’єднує вершини 𝑖 та 𝑗, наявне у циклi, iнакше нулю;
булевi змiннi 𝑦𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 ∈ 𝑉 ∖{𝑠}, кожна з яких дорiвнює 1, якщо вiдповiдна вершина 𝑖
вiдвiдується циклом, iнакше нулю; цiлочисловi змiннi 𝑢𝑖 ∈ Z+, 1 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑀 , 𝑖 ∈ 𝑉 ∖{𝑠},
що набувають значень вiд 1 до 𝑀 та позначають крок, на якому вiдвiдується вiдповiдна
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вершина 𝑖. MILP задача на основi обмежень Мiллера, Такера i Землiна для розв’язання
сформульованої задачi пошуку найкоротшого циклу має наступний вигляд:

𝑑*1 = min
𝑥𝑖𝑗 ,𝑦𝑖,𝑢𝑖

{︂
𝑑1(𝑥) =

∑︁
𝑖∈𝑉

∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

}︂
, (13)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑥𝑠𝑗 = 1,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑥𝑗𝑠 = 1, (14)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑥𝑖𝑗 = 𝑦𝑖,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑥𝑗𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠, (15)

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑦𝑖 = 𝑚𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝐾}, (16)

𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 +𝑀𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑀 − 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉𝑠, 𝑖 ̸= 𝑗, (17)

𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗, (18)

𝑦𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠, (19)

𝑢𝑖 ∈ Z+, 1 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑀, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠. (20)

У роботi [16] доведена теорема про необхiднiсть та достатнiсть обмежень (14)–(20) наве-
деної вище моделi (13)–(20) для розв’язання описаної задачi.

3.3 Модель на основi обмежень Гевiша та Грейвса

Друга модель для розв’язання задачi пошуку найкоротшого циклу, що вiдвiдує задану кiль-
кiсть вершин кластерiв графа, базується на обмеженнях Гевiша та Грейвса, версiї яких для
моделювання звичайної задачi комiвояжера були описанi вище.

Введемо такi змiннi та їх позначення: булевi змiннi 𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑖 ̸= 𝑗 та булевi
змiннi 𝑦𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 ∈ 𝑉 ∖{𝑠} такi, як i в моделi, описанiй у параграфi 3.2; дiйснi невiд’ємнi
змiннi 𝑧𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑖 ̸= 𝑗, якi задають величину потоку деякого абстрактного товару по
мережi. MILP задача на основi обмежень Гевiша та Грейвса для розв’язання сформульова-
ної задачi пошуку найкоротшого циклу має наступний вигляд:

𝑑*2 = min
𝑥𝑖𝑗 ,𝑦𝑖,𝑧𝑖𝑗

{︂
𝑑2(𝑥) =

∑︁
𝑖∈𝑉

∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

}︂
, (21)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑥𝑠𝑗 = 1,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑥𝑗𝑠 = 1, (22)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑥𝑖𝑗 = 𝑦𝑖,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑥𝑗𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠, (23)

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑦𝑖 = 𝑚𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝐾}, (24)

𝑧𝑖𝑗 −𝑀𝑥𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗, (25)∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑧𝑠𝑗 = 𝑀,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑧𝑗𝑠 = 0, (26)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑧𝑖𝑗 −
∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑧𝑗𝑖 = −𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠, (27)

𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗, (28)

𝑦𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠, (29)

𝑧𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗. (30)
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У роботi [16] доведена теорема про необхiднiсть та достатнiсть обмежень (22)–(30) на-
веденої вище моделi (21)–(30) для розв’язання описаної задачi. А у роботi [1] розглянуто
комбiновану модель для розв’язання задачi, що розглядається. Така модель використовує
одночасно обмеження (17) та обмеження (25)–(27) для забезпечення зв’язностi отриманого
розв’язку та вiдсутностi пiдциклiв у ньому.

3.4 Задача пошуку найкоротшого шляху, що вiдвiдує задану кiлькiсть

вершин кластерiв графа

Нехай, як i в попереднiй постановцi задачi у параграфi 3.1, матриця 𝐷(𝑛,𝑛) задає повний
граф на 𝑛 вершинах. Оберемо двi вершини з множини 𝑉 , одна з яких буде початковою
(позначимо її 𝑠), а iнша — кiнцевою (позначимо її 𝑓). Всi iншi вершини графа роздiлимо
на 𝐾 кластерiв 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝐾 таким чином, щоб

∑︀𝐾
𝑘=1 |𝐶𝑘| = 𝑛 − 2 та 𝐶𝑝 ∩ 𝐶𝑞 = ∅ для

𝑝 ̸= 𝑞, де |𝐶𝑘| позначає кiлькiсть елементiв множини 𝐶𝑘, ∀𝑘 ∈ {1, . . . ,𝐾}. Як i перед цим,
введемо параметри 𝑚𝑘, 0 ≤ 𝑚𝑘 ≤ |𝐶𝑘|, що будуть позначати кiлькiсть рiзних вершин, якi
необхiдно вiдвiдати з кожного кластера 𝐶𝑘.

При такiй розширенiй постановцi можна сформулювати складнiшу задачу пошуку опти-
мального шляху: знайти найкоротший можливий шлях у графi 𝐷(𝑛,𝑛), який розпочинається
у вершинi 𝑠, вiдвiдує рiвно 𝑚𝑘 разiв кожен кластер 𝐶𝑘 без вiдвiдування тiєї ж вершини
бiльше одного разу (тобто вiдвiдуючи рiвно 𝑀 =

∑︀𝐾
𝑘=1𝑚𝑘 рiзних вершин з 𝑛 − 2 наявних

у графi) та закiнчується у вершинi 𝑓 .

3.5 Модель на основi обмежень Мiллера, Такера i Землiна

Перша модель для розв’язання задачi пошуку найкоротшого шляху, що вiдвiдує задану
кiлькiсть вершин кластерiв графа, базується на обмеженнях Мiллера, Такера i Землiна,
версiї яких для моделювання звичайної задачi комiвояжера були описанi вище.

Введемо такi змiннi та їх позначення: булевi змiннi 𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑖 ̸= 𝑗 та булевi
змiннi 𝑦𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 такi, як i в моделi, описанiй у параграфi 3.2; цiлочисловi змiннi
𝑢𝑖 ∈ Z+, 1 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑀 , 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 такi, як i в моделi, описанiй у параграфi 3.2. MILP задача на
основi обмежень Мiллера, Такера i Землiна для розв’язання сформульованої задачi пошуку
найкоротшого шляху має наступний вигляд:

𝑑*3 = min
𝑥𝑖𝑗 ,𝑦𝑖,𝑢𝑖

{︂
𝑑3(𝑥) =

∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑑𝑠𝑗𝑥𝑠𝑗 +
∑︁
𝑖∈𝑉𝑠𝑓

∑︁
𝑗∈𝑉𝑠𝑓

𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 +
∑︁
𝑖∈𝑉𝑓

𝑑𝑖𝑓𝑥𝑖𝑓

}︂
, (31)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑥𝑠𝑗 = 1,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑥𝑗𝑠 = 0, (32)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑓

𝑥𝑗𝑓 = 1,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑓

𝑥𝑓𝑗 = 0, (33)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑥𝑖𝑗 = 𝑦𝑖,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑥𝑗𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 , (34)

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑦𝑖 = 𝑚𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝐾}, (35)

𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 +𝑀𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑀 − 1, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 , 𝑗 ∈ 𝑉𝑠𝑓 , 𝑖 ̸= 𝑗, (36)

𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗, (37)

𝑦𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 , (38)

𝑢𝑖 ∈ Z+, 1 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑀, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 . (39)
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3.6 Модель на основi обмежень Гевiша та Грейвса

Друга модель для розв’язання задачi пошуку найкоротшого шляху, що вiдвiдує задану
кiлькiсть вершин кластерiв графа, базується на обмеженнях Гевiша та Грейвса, версiї яких
для моделювання звичайної задачi комiвояжера були описанi вище.

Введемо такi змiннi та їх позначення: булевi змiннi 𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑖 ̸= 𝑗 та булевi
змiннi 𝑦𝑖 = 0∨1, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠,𝑓 такi, як i в моделi, описанiй у параграфi 3.2; дiйснi невiд’ємнi змiннi
𝑧𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑖 ̸= 𝑗 такi, як i в моделi, описанiй у параграфi 3.3. MILP задача на основi
обмежень Гевiша та Грейвса для розв’язання сформульованої задачi пошуку найкоротшого
шляху має наступний вигляд:

𝑑*4 = min
𝑥𝑖𝑗 ,𝑦𝑖,𝑧𝑖𝑗

{︂
𝑑4(𝑥) =

∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑑𝑠𝑗𝑥𝑠𝑗 +
∑︁
𝑖∈𝑉𝑠𝑓

∑︁
𝑗∈𝑉𝑠𝑓

𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 +
∑︁
𝑖∈𝑉𝑓

𝑑𝑖𝑓𝑥𝑖𝑓

}︂
, (40)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑥𝑠𝑗 = 1,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑥𝑗𝑠 = 0, (41)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑓

𝑥𝑗𝑓 = 1,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑓

𝑥𝑓𝑗 = 0, (42)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑥𝑖𝑗 = 𝑦𝑖,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑥𝑗𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 , (43)

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑦𝑖 = 𝑚𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝐾}, (44)

𝑧𝑖𝑗 −𝑀𝑥𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗, (45)∑︁
𝑗∈𝑉𝑠

𝑧𝑠𝑗 = 𝑀,
∑︁
𝑗∈𝑉𝑓

𝑧𝑗𝑓 = 0, (46)

∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑧𝑖𝑗 −
∑︁
𝑗∈𝑉𝑖

𝑧𝑗𝑖 = −𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 , (47)

𝑥𝑖𝑗 = 0 ∨ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗, (48)

𝑦𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 ∈ 𝑉𝑠𝑓 , (49)

𝑧𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗. (50)

У роботi [15] розглянуто комбiновану модель для розв’язання задачi, що розглядається.
Така модель використовує одночасно обмеження (36) та обмеження (45)–(47) для забезпе-
чення зв’язностi отриманого розв’язку та вiдсутностi пiдциклiв у ньому. Описанi у пара-
графах 3.5 та 3.6 моделi змiшаного цiлочислового лiнiйного програмування були отриманi
iз комбiнованої моделi вилученням певного типу обмежень.

4 Додатковi обмеження та обчислювальнi експерименти

У роботi [3] показано вплив двох типiв додаткових обмежень у формi лiнiйних нерiвностей,
якi при розв’язаннi задачi комiвояжера були доданi до моделi на основi обмежень Гевiша
та Грейвса з метою прискорення методiв гiлок та меж, якi використовуються програмами
Gurobi [18] та CPLEX [17].

Перший тип лiнiйних обмежень-нерiвностей приймає вигляд:

𝑥𝑖𝑗 + 𝑥𝑗𝑖 ≤ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑖 ̸= 𝑗, (51)

та задає умову, що по кожному ребру 𝑖 − 𝑗 у графi можна пересуватися лише в одному
довiльному напрямку.
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Другий тип обмежень для задач що розглядаються у данiй роботi приймає вигляд:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑀 + 1, (52)

та задає умову, що отриманий цикл або шлях має мiстити не бiльше, нiж 𝑀 + 1 дуг.

Метою обчислювальних експериментiв є дослiдження впливу додаткових обмежень (51)
та (52) на швидкiсть роботи програм Gurobi та CPLEX, наявних на NEOS серверi [19], при
розв’язаннi тестових задач пошуку найкоротших циклiв та шляхiв, описаних у параграфi 3.

Тестовi задачi для експериментiв було сформовано на графi st70.tsp, який мiстить 70
вершин, з бiблiотеки TSPLIB [20]. Кожна вершина задана порядковим номером 𝑖 та набором
координат виду (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Вiдстанi мiж усiма вершинами в графi вважаються симетричними
та обчислюються за формулою:

𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = round
(︁√︁

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)2
)︁

∀𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 70.

Для формування тестової задачi пошуку оптимального циклу даний граф був роздiле-
ний на 5 неперетинних кластерiв 𝐶1, . . . , 𝐶4, 𝐶5.1 i стартову вершину 𝑠, а для тестової задачi
пошуку оптимального шляху — на 5 неперетинних кластерiв 𝐶1, . . . , 𝐶4, 𝐶5.2, стартову вер-
шину 𝑠 i кiнцеву вершину 𝑓 . Цi розбиття графу наведенi у таблицi 1 разом iз значеннями
𝑚𝑘 кiлькостi вершин з кожного кластеру для вiдвiдування.

Стартова вершина 𝑠 = 53, кiнцева вершина 𝑓 = 17

Кластери 𝐶𝑘 Вершини у кластерах 𝑚𝑘

𝐶1 11, 33, 48, 51, 54, 56, 62, 64, 65, 67 3

𝐶2 1, 13, 22, 23, 29, 31, 35, 36, 38, 59, 63, 66, 69, 70 4

𝐶3 2, 3, 7, 8, 19, 26, 28, 32, 49, 55 3

𝐶4 9, 25, 27, 39, 40, 45, 46, 61 3

𝐶5.1 {1, . . . , 70} ∖ {𝑠 ∪ 𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ 𝐶3 ∪ 𝐶4} 8

𝐶5.2 {1, . . . , 70} ∖ {𝑠 ∪ 𝑓 ∪ 𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ 𝐶3 ∪ 𝐶4} 8

Табл. 1. Розбиття графу st70.tsp на кластери та постановки тестових задач.

Дослiджувався вплив додаткових обмежень при пошуку оптимального циклу з викори-
станням моделi на основi обмежень Мiллера, Такера i Землiна (13)–(20), моделi на основi
обмежень Гевiша та Грейвса (21)–(30) та комбiнованої моделi, яка використовує обидва типи
обмежень (13)–(30), та вплив цих додаткових обмежень при пошуку оптимального шляху
з використанням, вiдповiдно, моделей (31)–(39), (40)–(50) та комбiнованої моделi (31)–(50).
Кожне поєднання виду “модель + додаткове обмеження” було використане десять разiв
для розв’язання тестових задач кожною з двох програм, отриманий час розв’язання був
усереднений. Отриманi оптимальнi розв’язки тестових задач пошуку оптимального циклу
та шляху наведенi на рисунках 1 та 2 у додатку А, вiдповiдно. Детальнi результати обчи-
слювальних експериментiв наведенi в додатку Б у таблицях 2 та 3, вiдповiдно.

Як бачимо з наведених у таблицях результатiв, для бiльшостi MILP задач використання
розглянутих додаткових обмежень дозволяє прискорити роботу програм Gurobi i CPLEX
при розв’язаннi тестових задач.

А саме, для задачi (13)–(20) додавання обмежень першого типу прискорює отриман-
ня розв’язку програмою Gurobi в середньому приблизно у 1,6 разiв (28432 секунд проти
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45509 секунд), а от програма CPLEX так i не змогла розв’язати цю тестову задачу за ма-
ксимальний допустимий час. Для задачi (21)–(30) додатковi обмеження впливають на час
роботи обох програм, Gurobi завдяки додаванню обох типiв обмежень розв’язує задачу в
середньому приблизно у 1,36 разiв швидше (118 секунд проти 160 секунд), а CPLEX зав-
дяки обмеженням другого типу — в середньому у 2 рази швидше (388 секунд проти 776
секунд). А от при розв’язаннi комбiнованої задачi (13)–(30) додавання цих обмежень не
мало бажаного впливу, в середньому Gurobi та CPLEX найшвидше справляються без них
(283 секунди та 764 секунди, вiдповiдно).

Для задачi (31)–(39) додавання обмежень також не мало бажаного результату. Найшвид-
ше в середньому програма Gurobi розв’язувала задачу без них (31523 секунд), а програма
CPLEX не спромоглася розв’язати задачу за максимальний допустимий час анi з додатко-
вими обмеженнями, анi без них. Для задачi (40)–(50) додавання обмежень першого типу
дозволило в середньому прискорити роботу програми Gurobi приблизно у 1,1 рази (183 се-
кунд проти 203 секунд), а от на програму CPLEX цi обмеження знову не мали бажаного
впливу — найшвидше в середньому розв’язувалася задача без них (828 секунд). Для задачi
(31)–(50) додатковi обмеження також не мали впливу на програму CPLEX (2232 секун-
ди без них), а от програму Gurobi вдалося в середньому прискорити приблизно у 4 рази
завдяки використанню обох типiв обмежень (114 секунд проти 457 секунд).

5 Висновки

У данiй роботi було дослiджено, як використання двох типiв додаткових обмежень впли-
ває на швидкiсть розв’язання спецiального класу задач оптимальної маршрутизацiї при
використаннi програм Gurobi та CPLEX. Було проведено обчислювальнi експерименти з
розв’язання однакових тестових задач, сформованих на графi st70.tsp, з допомогою обох
програм, використовуючи для цього рiзнi моделi змiшаного цiлочислового лiнiйного про-
грамування, без та з додатковими обмеженнями.

Для отримання усередненого часу роботи програм кожне поєднання виду “модель +
додаткове обмеження” запускалося десять разiв для розв’язання кожною з двох програм.
Результати свiдчать про те, що при розв’язаннi розглянутих тестових задач роботу програм
Gurobi та CPLEX можна прискорити з допомогою додаткових обмежень у 1,1–4 рази.
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А Оптимальнi розв’язки тестових задач

Рис. 1. Розбиття графу st70.tsp на кластери та оптимальний цикл-розв’язок тестової задачi.

Рис. 2. Розбиття графу st70.tsp на кластери та оптимальний шлях-розв’язок тестової задачi.
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Б Детальнi результати обчислювальних експериментiв

У таблицях 2 та 3 наведенi детальнi результати обчислювальних експериментiв, описаних
у параграфi 4. У колонках 𝑡min, 𝑡avg i 𝑡max наведено вiдповiдно мiнiмальний, середнiй та
максимальний час розв’язання пiсля 10 запускiв. Тут i далi символом “—” позначено си-
туацiю, коли програма припиняла свою роботу та виводила повiдомлення “ERROR: Your
job was terminated because it exceeded the maximum allotted time for a job”, яке означає ви-
черпання лiмiту допустимого часу на розв’язання задачi на NEOS Server, який становить
8 годин. Також в усiх таблицях жирним шрифтом видiлено середнiй час роботи тiєї комбi-
нацiї “модель + додаткове обмеження”, якою кожна з програм розв’язувала тестову задачу
найшвидше.

Gurobi 12.0.1 CPLEX 22.1.2
Модель 𝑡min 𝑡avg 𝑡max 𝑡min 𝑡avg 𝑡max

(13)–(20) 36714,000 45508,520 76622,900 — — —

(13)–(20), (51) 24848,100 28432,050 32241,200 — — —

(13)–(20), (52) 44529,000 52863,420 62180,200 — — —

(13)–(20), (51), (52) 27006,800 34136,520 71416,300 — — —

(21)–(30) 144,326 160,132 210,679 600,321 776,098 1043,700

(21)–(30), (51) 176,235 233,689 259,229 569,341 977,008 1645,030

(21)–(30), (52) 141,233 175,539 211,757 348,027 388,053 480,994

(21)–(30), (51), (52) 104,387 117,544 160,607 774,781 896,732 1089,890

(13)–(30) 204,784 283,309 340,106 608,103 763,597 843,597

(13)–(30), (51) 281,132 324,811 483,967 929,905 1006,915 1223,420

(13)–(30), (52) 229,715 307,178 395,912 981,682 1630,475 3033,460

(13)–(30), (51), (52) 297,990 388,469 495,191 742,829 1076,475 1654,560

Табл. 2. Результати обчислювальних експериментiв з розв’язання тестової задачi пошуку опти-

мального циклу у графi st70.tsp.

Gurobi 12.0.1 CPLEX 22.1.2
Модель 𝑡min 𝑡avg 𝑡max 𝑡min 𝑡avg 𝑡max

(31)–(39) 26171,900 31523,410 39327,200 — — —

(31)–(39), (51) 65778,500 72314,280 84258,000 — — —

(31)–(39), (52) 29915,000 42678,690 82472,400 — — —

(31)–(39), (51), (52) 72925,900 85064,420 99255,600 — — —

(40)–(50) 187,116 203,304 227,641 621,096 827,530 1022,040

(40)–(50), (51) 177,911 183,262 201,259 1259,040 1538,684 3450,820

(40)–(50), (52) 235,282 260,869 366,143 4675,030 5952,134 7391,950

(40)–(50), (51), (52) 497,726 910,329 1082,310 2322,110 3962,063 5768,910

(31)–(50) 377,827 457,844 608,641 1878,790 2232,082 3238,490

(31)–(50), (51) 369,387 433,503 620,789 1968,610 3106,824 4384,070

(31)–(50), (52) 481,356 575,300 635,934 3528,070 4031,410 4445,410

(31)–(50), (51), (52) 102,646 114,360 126,952 1628,440 3041,426 3884,350

Табл. 3. Результати обчислювальних експериментiв з розв’язання тестової задачi пошуку опти-

мального шляху у графi st70.tsp.
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Abstract. One of the most famous and most studied problems of operations research is
the traveling salesman problem. Despite its simple formulation, it has found application in
many different fields and to this day is the subject of active research, both related to the
development of new methods and approaches to its solution and the creation of generalized
problem statements and new mathematical models for their formalization. This paper is
devoted to the study of the influence of two types of additional constraints on the speed
of the Gurobi and CPLEX programs when solving a special class of routing problems.
Formulations of problems of finding the shortest cycle and path that visits a given number
of vertices from the graph clusters are presented. Mathematical models of mixed integer
linear programming for their solution based on Miller, Tucker and Zemlin constraints and
on Gavish and Graves constraints are described. The results of computational experiments
are presented, which demonstrate the impact of additional constraints on the speed of solving
problems using these models.

Keywords: generalized routing problems; travelling salesman problem; shortest cycle and
path in a graph; mixed integer linear programming; AMPL; Gurobi; CPLEX; NEOS Server.
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