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Анотацiя. Обговорено зв’язки мiж рiзними системами i рiвняннями Нижника та iсто-
рiю їх виникнення. Основну увагу зосереджено на оглядi отриманих ранiше результатiв
класичного симетрiйного аналiзу бездисперсiйного рiвняння Нижника. Воно виявилося
особливим у багатьох аспектах з точки зору своїх чудових алгебраїчних та геометри-
чних властивостей. Описано побудову псевдогруп точкових i контактних симетрiй цього
рiвняння та псевдогруп точкових симетрiй його нелiнiйного представлення Лакса i без-
дисперсiйної системи Нижника за допомогою оригiнальної версiї алгебраїчного методу
на основi мегаiдеалiв. Знайдено цiкавi алгебраїчнi та геометричнi властивостi бездис-
персiйного рiвняння Нижника. Проведена повна класифiкацiя лiївських редукцiй цього
рiвняння дозволила знайти його точнi iнварiантнi розв’язки у замкненiй формi — явнiй,
неявнiй чи параметричнiй. Найцiкавiшi з цих розв’язкiв наведено в оглядi.
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1 Вступ

Лiївськi симетрiї — це найпростiшi об’єкти, якi пов’язанi з системою ℒ диференцiальних
рiвнянь у контекстi групового аналiзу диференцiальних рiвнянь. Вони складають зв’язну
компоненту 𝐺id тотожного перетворення у (псевдо)групi точкових симетрiй 𝐺 системи ℒ,
яку називають (псевдо)групою лiївської симетрiї системи ℒ. Iнфiнiтезимальним аналогом
(псевдо)групи 𝐺id є максимальна (псевдо)алгебра лiївської iнварiантностi g системи ℒ ди-
ференцiальних рiвнянь, яку утворюють векторнi поля лiївської симетрiї системи ℒ. Метод
обчислення (псевдо)групи 𝐺id є досить алгоритмiчним i був запропонований норвезьким ма-
тематиком Софусом Лi (1842–1899) у 80–90-х роках XIX столiття. У рамках iнфiнiтезималь-
ного лiївського пiдходу пошук (псевдо)групи 𝐺id зводиться до пошуку (псевдо)алгебри g
на основi критерiю iнфiнiтезимальної iнварiантностi. Застосування цього критерiю дає си-
стему визначальних рiвнянь для компонент векторних полiв лiївської симетрiї системи ℒ,
яка є лiнiйною перевизначеною системою диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
i тому часто може бути повнiстю iнтегрована. Завдяки своїй алгоритмiчностi процедура зна-
ходження таких систем та їх розв’язання може бути реалiзована за допомогою символьних
обчислень на комп’ютерах. Для цього iснує ряд спецiалiзованих пакетiв у рiзних системах
комп’ютерної алгебри, наприклад такi як пакет PDEtools, вбудований вMaple, а також паке-
ти DESOLV i Jets для Maple. Тим не менш, принаймнi деякi з цих пакетiв iнодi пропускають
частину чи видають неправильнi лiївськi симетрiї або навiть не можуть правильно отримати
вiдповiдну систему визначальних рiвнянь, i ситуацiя додатково погiршується при вивченнi
класу систем диференцiальних рiвнянь замiсть однiєї системи. Пiсля знаходження (псев-
до)алгебри g (псевдо)групу 𝐺id можна побудувати шляхом розв’язання лiївських рiвнянь
з породжуючими елементами (псевдо)алгебри g i композицiї отриманих однопараметри-
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чних пiдгруп. Незважаючи на зрозумiлiсть пiдходу точне знаходження (псевдо)групи 𝐺id

з (псевдо)алгебри g все ж є нетривiальною проблемою; див. обговорення лiївських симе-
трiй (1+1)-вимiрного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi в [14, Section 3]. Побудова повної
(псевдо)групи точкових симетрiй 𝐺 системи ℒ включно з дискретними симетрiями є значно
складнiшою задачею, яку розв’язують зовсiм iншими методами — прямим чи алгебраїчним.
У лiтературi iснують рiзноманiтнi версiї i модифiкацiї цих методiв, якi застосовано до низки
важливих моделей математичної фiзики [2,4, 5, 10,12–14,16,19].

Лiївськi редукцiї дають основний спосiб використання лiївських симетрiй для знаходже-
ння точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Оскiльки алге-
бри лiївської iнварiантностi моделей, якi розглядають в математичнiй фiзицi, як правило,
досить широкi, це також є найбiльш унiверсальним способом побудови точних розв’язкiв
таких моделей, особливо нелiнiйних. Багато робiт, присвячених цiй темi, було опублiкова-
но протягом кiлькох останнiх десятилiть, але правильнi та всебiчнi дослiдження лiївських
редукцiй та вiдповiдних редукованих систем для конкретних систем диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними є скорiше винятковими, особливо у випадку бiльш нiж двох
незалежних змiнних; див., наприклад, [7, 8, 12, 16,23,28].

Ця стаття є оглядом отриманих в [4, 30, 31] результатiв щодо точкових симетрiй, кла-
сифiкацiї лiївських редукцiй i побудови точних iнварiантних розв’язкiв бездисперсiйного
аналога

𝑢𝑡𝑥𝑦 = (𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑦)𝑥 + (𝑢𝑥𝑦𝑢𝑦𝑦)𝑦 (1)

(дiйсного симетричного потенцiального) рiвняння Нижника для оригiнальної системи Ни-
жника [18, Eq. (4)], який у [4] названо бездисперсiйним рiвнянням Нижника. Правильне
найменування рiвняння (1) є важливим, оскiльки, зокрема, його алгебраїчнi та геометри-
чнi властивостi залежать вiд поля (дiйсного чи комплексного), яке пробiгають змiннi. Тому
в параграфi 2 перераховано рiзнi системи та рiвняння, якi так чи iнакше можна пов’язати
з оригiнальною системою Нижника, а також наведено назви рiвняння (1), якi зустрiчаються
у лiтературi, та причини плутанини в термiнологiї. У параграфi 3 увагу зосереджено на опи-
сi цiкавих алгебраїчних та геометричних властивостей рiвняння (1), його нелiнiйного пред-
ставлення Лакса та вiдповiдної (дiйсної симетричної) бездисперсiйної системи Нижника.
Класифiкацiю лiївських редукцiй рiвняння (1) з використанням цих властивостей описано
в параграфi 4, де також наведено найцiкавiшi з побудованих точних iнварiантних розв’язкiв
цього рiвняння разом з його неiнварiантними розв’язками, отриманими за допомогою муль-
типлiкативного роздiлення змiнних. Параграф 5 мiстить висновки до виконаного огляду.

2 Системи i рiвняння Нижника

Можна вважати, що iсторiя рiвняння (1) розпочалася у 1980 роцi зi статтi Леонiда Павло-
вича Нижника [18]. Оригiнальна система Нижника

𝑤𝑡 = 𝑘1𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑘2𝑤𝑦𝑦𝑦 + 3(𝑣1𝑤)𝑥 + 3(𝑣2𝑤)𝑦,

𝑣1𝑦 = 𝑘1𝑤𝑥, 𝑣2𝑥 = 𝑘2𝑤𝑦

(2)

з цiєї статтi мiстить два параметри 𝑘1 i 𝑘2 з (𝑘1, 𝑘2) ̸= (0, 0). Насправдi, суттєвим є лише
те, чи дорiвнює нулю їх добуток, тобто розрiзняють два випадки: симетричний з 𝑘1𝑘2 ̸= 0
та асиметричний з 𝑘1𝑘2 = 0. Масштабними перетвореннями i — у другому випадку — пе-
рестановкою змiнних пару (𝑘1, 𝑘2) можна вiдповiдно вiдкалiбрувати в (𝑘1, 𝑘2) = (1, 1) i
(𝑘1, 𝑘2) = (1, 0). Через введення потенцiалiв та/або граничнi переходи за малим параметром,
введеним за допомогою масштабування, з системи (2) виникають рiзноманiтнi пов’язанi
з нею системи та рiвняння:
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� (симетричне потенцiальне) рiвняння Нижника
𝑢𝑡𝑥𝑦 = 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦 + 𝑢𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 + 3(𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑦)𝑥 + 3(𝑢𝑦𝑦𝑢𝑥𝑦)𝑦;

� асиметричне (потенцiальне) рiвняння Нижника, яке також називають рiвнянням Бой-
тi–Леона–Манна–Пемпiнеллi у зв’язку з його першою появою у явному виглядi в [3],
𝑢𝑡𝑦 = 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑦 + 3(𝑢𝑥𝑢𝑦)𝑥;

� (симетрична) бездисперсiйна система Нижника
𝑤𝑡 = (𝑣1𝑤)𝑥 + (𝑣2𝑤)𝑦, 𝑣1𝑦 = 𝑤𝑥, 𝑣2𝑥 = 𝑤𝑦;

� (симетричне потенцiальне) бездисперсiйне рiвняння Нижника (1);

� асиметрична бездисперсiйна система Нижника 𝑤𝑡 = (𝑣1𝑤)𝑥, 𝑣1𝑦 = 𝑤𝑥;

� асиметричне (потенцiальне) бездисперсiйне рiвняння Нижника 𝑢𝑡𝑦 = (𝑢𝑥𝑢𝑦)𝑥.

Важливо чiтко вказати, якi поля пробiгають незалежнi та залежнi змiннi цих рiвнянь чи
систем. Їх можна розглядати за припущення, що всi їхнi змiннi є або дiйсними, або ком-
плексними, або невiдомi функцiї є комплекснозначними функцiями дiйсних незалежних
змiнних. Тодi вiдповiднi системи або рiвняння Нижника називають дiйсними, комплексни-
ми або частково комплексними. У лiтературi iснує i бiльш специфiчна версiя iнтерпретацiї
змiнних у системах або рiвняннях Нижника. А саме, в [29, Eq. (5)] розглянуто симетричну
систему Нижника

𝑣𝑡 = 𝑣𝑧𝑧𝑧 + 𝑣𝑧𝑧𝑧 + (𝑤𝑣)𝑧 + (𝑤̄𝑣)𝑧, 𝑤𝑧 = −3𝑣𝑧,

де 𝑧 = 𝑥+i𝑦, 𝑧 = 𝑥−i𝑦, 𝜕𝑧 = 1
2(𝜕𝑥−i𝜕𝑦), 𝜕𝑧 = 1

2(𝜕𝑥+i𝜕𝑦), 𝑤 = 𝑤1+i𝑤2, а 𝑣, 𝑤1 i 𝑤2 є дiйсними
функцiями дiйсних змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑦). Введення потенцiалiв зводить бездисперсiйний аналог
цiєї системи

𝑣𝑡 = (𝑤𝑣)𝑧 + (𝑤̄𝑣)𝑧, 𝑤𝑧 = −3𝑣𝑧

до одного рiвняння

△𝑢𝑡 =
1

2
((𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥)△𝑢)𝑥 + (𝑢𝑥𝑦△𝑢)𝑦, (3)

де 𝑢 є дiйсною функцiєю вiд (𝑡, 𝑥, 𝑦), а △ := 𝜕2𝑥 + 𝜕2𝑦 — двовимiрний оператор Лапласа.
У роботах [4, 30, 31] розглянуто повнiстю дiйсний випадок симетричного потенцiального

бездисперсiйного рiвняння Нижника (1); властивостi аналогiчного комплексного чи час-
тково комплексного рiвняння, а також рiвняння (3) є iстотно iншими в багатьох аспектах,
зокрема щодо дискретних симетрiй.

Рiвняння (1) вперше з’явилося в еквiвалентному виглядi в [11, Eq. (63)], де зауважено,
що це “бездисперсiйна границя рiвняння Нижника–Новiкова–Вєсєлова”. У [22], де виведено
нелiнiйне зображення Лакса цього рiвняння, його названо симетричним бездисперсiйним
рiвнянням Вєсєлова–Новiкова. Цю ж назву використано i в [17].

Фактично, до [4,30,31] правильний i вичерпний симетрiйний аналiз не було виконано для
жодного рiвняння та жодної системи Нижника. Здiйсненi спроби зазвичай були невдали-
ми, оскiльки не приводили до повних i достовiрних результатiв. З огляду на статтю [17],
де лише частково проведено класичний симетрiйний аналiз бездисперсiйного рiвняння Ни-
жника з низкою недолiкiв, було вирiшено зосередитися саме на цьому рiвняннi i виконати
його симетрiйний аналiз правильно, вичерпно й оптимально, застосовуючи широкий набiр
сучасних методiв симетрiйного аналiзу та використовуючи коректну термiнологiю.
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3 Алгебраїчнi та геометричнi властивостi

На першому етапi класичного симетрiйного аналiзу бездисперсiйного рiвняння Нижника (1)
вивчено структуру його (нескiнченновимiрної) максимальної псевдоалгебри лiївської iнва-
рiантностi g, яка є лiнiйною оболонкою векторних полiв

𝐷𝑡(𝜏) = 𝜏𝜕𝑡 +
1
3𝜏𝑡𝑥𝜕𝑥 +

1
3𝜏𝑡𝑦𝜕𝑦 −

1
18𝜏𝑡𝑡(𝑥

3 + 𝑦3)𝜕𝑢, 𝐷s = 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦 + 3𝑢𝜕𝑢,

𝑃 𝑥(𝜒) = 𝜒𝜕𝑥 − 1
2𝜒𝑡𝑥

2𝜕𝑢, 𝑃 𝑦(𝜌) = 𝜌𝜕𝑦 − 1
2𝜌𝑡𝑦

2𝜕𝑢,

𝑅𝑥(𝛼) = 𝛼𝑥𝜕𝑢, 𝑅𝑦(𝛽) = 𝛽𝑦𝜕𝑢, 𝑍(𝜎) = 𝜎𝜕𝑢,

(4)

де параметр-функцiї 𝜏 , 𝜒, 𝜌, 𝛼, 𝛽 i 𝜎 пробiгають множину гладких функцiй вiд 𝑡. Зокрема,
побудовано усi мегаiдеали цiєї псевдоалгебри g [4, Section 2]; щодо означення мегаiдеалiв та
їхнiх властивостей див. [1,24]. Окрiм цього, вивчено структуру максимальних псевдоалгебр
лiївської iнварiантностi вiдповiдного нелiнiйного представлення Лакса

𝑣𝑡 =
1

3

(︃
𝑣3𝑥 −

𝑢3𝑥𝑦
𝑣3𝑥

)︃
+ 𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥 −

𝑢𝑥𝑦𝑢𝑦𝑦
𝑣𝑥

, 𝑣𝑦 = −𝑢𝑥𝑦
𝑣𝑥

(5)

рiвняння (1) та бездисперсiйного аналога (див. §2)

𝑝𝑡 = (ℎ1𝑝)𝑥 + (ℎ2𝑝)𝑦, ℎ1𝑦 = 𝑝𝑥, ℎ2𝑥 = 𝑝𝑦 (6)

оригiнальної симетричної системи Нижника, який називають бездисперсiйною системою
Нижника, i побудовано достатнi множини мегаiдеалiв цих псевдоалгебр, основними з яких
є їх радикали [4, Sections 6, 7].

Алгебраїчний метод знаходження (псевдо)груп точкових симетрiй систем диференцi-
альних рiвнянь на основi мегаiдеалiв їхнiх максимальних (псевдо)алгебр лiївської iнварi-
антностi був запропонований в [2] i далi розвинутий i застосований до деяких важливих
систем диференцiальних рiвнянь в [4–6, 16, 19]. Суттєвою частиною такого розвитку було
винайдення нових технiк для побудови мегаiдеалiв алгебри Лi без знання її групи авто-
морфiзмiв [1, 2, 5, 24]. У [4, Lemma 10] для побудови одного з мегаiдеалiв максимальної
псевдоалгебри лiївської iнварiантностi системи (5) розроблено новий пiдхiд, який повнiстю
вiдрiзняється вiд iснуючих, що використовуються для тiєї ж мети.

Застосовуючи оригiнальну версiю алгебраїчного методу на основi мегаiдеалiв з [16], обчи-
слено псевдогрупи точкових симетрiй 𝐺, 𝐺L i 𝐺dN бездисперсiйного рiвняння Нижника (1),
його нелiнiйного представлення Лакса (5) та бездисперсiйної системи Нижника (6), а та-
кож псевдогрупу контактної симетрiї 𝐺c цього рiвняння, що є першим у лiтературi викори-
станням версiї алгебраїчного методу на основi мегаiдеалiв для знаходження (псевдо)групи
контактних симетрiй диференцiального рiвняння.

Теорема 1. (i) Псевдогрупу 𝐺 точкових симетрiй бездисперсiйного рiвняння Нижника (1)
породжують перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝐶𝑇
1/3
𝑡 𝑥+𝑋0(𝑡), 𝑦 = 𝐶𝑇

1/3
𝑡 𝑦 + 𝑌 0(𝑡),

𝑢̃ = 𝐶3𝑢− 𝐶3𝑇𝑡𝑡
18𝑇𝑡

(𝑥3 + 𝑦3)− 𝐶2

2𝑇
1/3
𝑡

(𝑋0
𝑡 𝑥

2 + 𝑌 0
𝑡 𝑦

2) +𝑊 1(𝑡)𝑥+𝑊 2(𝑡)𝑦 +𝑊 0(𝑡)
(7)

разом з перетворенням 𝒥 : 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝑦, 𝑦 = 𝑥, 𝑢̃ = 𝑢. Усi параметр-функцiї 𝑇 , 𝑋0, 𝑌 0,

𝑊 0, 𝑊 1 i 𝑊 2 є довiльними гладкими функцiями вiд змiнної 𝑡 з 𝑇𝑡 ̸= 0, а 𝐶 — довiльна

ненульова стала.

(ii) Псевдогрупа 𝐺c контактних симетрiй бездисперсiйного рiвняння Нижника (1) збi-
гається з першим продовженням 𝐺(1) псевдогрупи 𝐺.
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Наслiдок 2. Повний список дискретних перетворень точкових симетрiй рiвняння (1), що
є незалежними з точнiстю до композицiї один з одним i з неперервними перетворення-

ми точкових симетрiй цього рiвняння, вичерпується трьома комутуючими iнволюцiями,

в якостi яких можна вибрати перестановку 𝒥 змiнних 𝑥 i 𝑦, (𝑡, 𝑥̃, 𝑦, 𝑢̃) = (𝑡, 𝑦, 𝑥, 𝑢) та два
перетворення ℐ i : (𝑡, 𝑥̃, 𝑦, 𝑢̃) = (−𝑡,−𝑥,−𝑦, 𝑢) i ℐs : (𝑡, 𝑥̃, 𝑦, 𝑢̃) = (𝑡,−𝑥,−𝑦,−𝑢), що вiдповiдно
змiнюють знаки (𝑡, 𝑥, 𝑦) i (𝑥, 𝑦, 𝑢).

Особливо цiкаво, що цей приклад є по-справжньому унiкальним. Показано, що необхi-
дна алгебраїчна умова Φ*g ⊆ g для будь-якого Φ ∈ 𝐺, де Φ*g — пiдняття псевдоалгебри g
перетворенням Φ, повнiстю її визначає. Iнакше кажучи, псевдогрупа 𝐺 точкових симетрiй
бездисперсiйного рiвняння Нижника (1) спiвпадає зi стабiлiзатором максимальної псевдо-
алгебри g лiївської iнварiантностi цього рiвняння у псевдогрупi локальних дифеоморфiзмiв
у просторi з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢). Це дало перший приклад системи диференцiальних
рiвнянь з такою властивiстю в лiтературi. Навiть нелiнiйне представлення Лакса (5) рiвнян-
ня (1) [4, Theorem 11] та бездисперсiйна система Нижника (6) [4, Theorem 14] цiєї властивостi
не мають.

На вiдмiну вiд неперервних перетворень точкових симетрiй, не всi дискретнi перетворен-
ня точкових симетрiй рiвняння (1) можна поширити на нелiнiйне представлення Лакса (5).
У той же час, крiм очiкуваних точкових симетрiй простих зсувiв по 𝑣, система (5) допускає
як точкову симетрiю дискретне перетворення змiни знаку 𝑣.

При застосуваннi оригiнальної версiї алгебраїчного методу на основi мегаiдеалiв базову
умову Φ*𝑄 ∈ m, де m — це мiнiмальний мегаiдеал псевдоалгебри g, що мiстить вектор-
не поле 𝑄, розширено лише для одинадцяти (лiнiйно незалежних) векторних полiв з не-
скiнченновимiрної псевдоалгебри g. Цi векторнi поля породжують 11-вимiрну пiдалгебру s
псевдоалгебри g, яка має таку цiкаву властивiсть:

Означення 3. Власну пiдалгебру s алгебри Лi a векторних полiв називають пiдалгеброю,
що визначає дифеоморфiзми, якi стабiлiзують алгебру a, якщо умови Φ*a ⊆ a i Φ*s ⊆ a
еквiвалентнi для будь-якого локального дифеоморфiзму Φ у базовому просторi.

Для кращого розумiння загальних основ алгебраїчного методу перевiрено, чи пiдалгебри
максимальної псевдоалгебри лiївської iнварiантностi g бездисперсiйного рiвняння Нижни-
ка (1), що природним чином виникають пiд час обчислення псевдогрупи 𝐺, визначають
дифеоморфiзми, що стабiлiзують цю алгебру або її перше продовження [4, Sections 4, 5].

Хоча максимальна псевдоалгебра лiївської iнварiантностi g рiвняння (1) вичерпно ви-
значає псевдогрупу точкових симетрiй 𝐺 цього рiвняння, вона не визначає вичерпно саме
рiвняння. Тим не менше, щоб виокремити рiвняння (1) iз усiєї сукупностi диференцiаль-
них рiвнянь третього порядку з трьома незалежними змiнними, достатньо доповнити g-
iнварiантнiсть кiлькома гарними умовами [4, Section 8].

Лема 4. Диференцiальне рiвняння з частинними похiдними порядку не вище трьох з

трьома незалежними змiнними iнварiантне вiдносно псевдоалгебри g тодi i тiльки тодi,

коли воно має вигляд

𝑢𝑡𝑥𝑦 = (𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑦)𝑥 + (𝑢𝑥𝑦𝑢𝑦𝑦)𝑦 + 𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦𝑦𝐻(𝜔1, 𝜔2), 𝜔1 :=
𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦𝑦

𝑢𝑥𝑦𝑦
, 𝜔2 :=

𝑢𝑥𝑥𝑦
𝑢𝑥𝑦𝑦

, (8)

де 𝐻 — довiльна гладка функцiя своїх аргументiв.

Лема 5. (i) Рiвняння вигляду (8) допускає характеристику 1 закону збереження, тобто

воно є в збережнiй формi, тодi i тiльки тодi, коли 𝐻 — афiнна функцiя вiд (𝜔1, 𝜔2), тобто,
𝐻 = 𝑎𝜔1 + 𝑏𝜔2 + 𝑐 для деяких сталих 𝑎, 𝑏, 𝑐, i рiвняння набуває вигляду

𝑢𝑡𝑥𝑦 = (𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑦)𝑥 + (𝑢𝑥𝑦𝑢𝑦𝑦)𝑦 + 𝑢𝑥𝑦
(︀
𝑎(𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦𝑦) + 𝑏𝑢𝑥𝑥𝑦 + 𝑐𝑢𝑥𝑦𝑦

)︀
. (9)
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(ii) Рiвняння вигляду (9) допускає характеристику 𝑢𝑥𝑥 або 𝑢𝑦𝑦 закону збереження тодi

i тiльки тодi, коли вiдповiдно 𝑎 = 𝑏 = 0 або 𝑎 = 𝑐 = 0.

З останнiх двох лем випливає така теорема.

Теорема 6. Диференцiальне рiвняння з частинними похiдними порядку 𝑟 ∈ {1, 2, 3} з

трьома незалежними змiнними допускає псевдоалгебру g як свою алгебру лiївської iнварi-

антностi i характеристики 1, 𝑢𝑥𝑥 i 𝑢𝑦𝑦 законiв збереження тодi i тiльки тодi, коли воно

збiгається з бездисперсiйним рiвнянням Нижника (1).

4 Лiївськi редукцiї та точнi розв’язки

Незважаючи на велику кiлькiсть робiт, присвячених побудовi точних розв’язкiв систем ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними за допомогою процедури лiївської редукцiї,
кiлькiсть робiт з правильними, вiдповiдними та систематичними дослiдженнями лiївської
редукцiї для окремих важливих та цiкавих систем, що моделюють явища реального свiту, не
така велика, як можна було б очiкувати. Такi дослiдження вимагають громiздких обчислень
i точного розгляду багатьох нееквiвалентних випадкiв. Тому, передумовою успiшного вико-
нання вищевказаної процедури є її оптимiзацiя. Оптимiзовану процедуру лiївської редукцiї
для випадку трьох незалежних змiнних описано в [31, Section 2].

Використовуючи результати [4] щодо максимальних псевдоалгебр лiївської iнварiантно-
стi g та gL бездисперсiйного рiвняння Нижника (1) i його нелiнiйного представлення Ла-
кса (5) та їх псевдогруп точкових симетрiй 𝐺 i 𝐺L, з точнiстю до 𝐺- i 𝐺L-еквiвалентностей,
вичерпно прокласифiковано одно- та двовимiрнi пiдалгебри псевдоалгебр g та gL, вiдпо-
вiдно [31, Section 5]. Це дозволило повнiстю прокласифiкувати лiївськi редукцiї бездиспер-
сiйного рiвняння Нижника до диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними з двома
незалежними змiнними та до звичайних диференцiальних рiвнянь [31, Sections 7–8]. Та-
кож показано, що лiївськi редукцiї цього рiвняння до алгебраїчних рiвнянь не дають нових
розв’язкiв у порiвняннi з тими, що побудованi з використанням лiївських редукцiй коро-
змiрностей один i два.

Вичерпно дослiджено лiївськi симетрiї отриманих редукованих рiвнянь, а також проана-
лiзовано, якi з них пов’язанi з прихованими симетрiями вихiдного рiвняння (1). Вперше
обчислено групи точкових симетрiй редукованих рiвнянь, зокрема тих, що не мають ма-
ксимального рангу, включно з їх дискретними точковими симетрiями. Виявилося, що на
вiдмiну вiд лiївських симетрiй простi та очевиднi дискретнi точковi симетрiї вихiдного рiв-
няння (1) навiть за оптимального вибору анзацiв у стилi [27] можуть iндукувати складнi та
нетривiальнi дискретнi точковi симетрiї вiдповiдних редукованих рiвнянь.

Побудовано цiкавi широкi сiм’ї нових точних iнварiантних розв’язкiв бездисперсiйного
рiвняння Нижника (1) у рiзних замкнених формах, зокрема

� в термiнах елементарних функцiй:

𝑢 = 𝑐1(|𝑥|3/2 + |𝑦|3/2)4/3 + 𝑐2(|𝑦|3/2 − |𝑥|3/2)4/3 для 𝑥𝑦 ⩾ 0,

𝑢 = (𝑥3 − 𝑦3)2/3
(︂
𝑐1 cos

(︂
4

3
arctg

⃒⃒⃒𝑦
𝑥

⃒⃒⃒3/2)︂
+ 𝑐2 sin

(︂
4

3
arctg

⃒⃒⃒𝑦
𝑥

⃒⃒⃒3/2)︂)︂
для 𝑥𝑦 ⩽ 0,

де 𝑐1 i 𝑐2 — довiльнi сталi i одна з них, якщо вона не дорiвнює нулю, може бути
рiвною 1 вiдповiдно до 𝐺-еквiвалентностi;

� в термiнах функцiй Ламберта:

𝑢 = −(𝑦 − 𝜇𝑥)3
18𝑧2 + 15𝑧 + 4

216(𝜇3 − 1)𝑧3
, 𝑧 ∈

{︀
𝑊0(𝜔̃),𝑊−1(𝜔̃)

}︀
, 𝜔̃ := −e−𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)

2(𝜇3 − 1)
,

де 𝑊0 i 𝑊−1 — головна i побiчна дiйснi гiлки 𝑊 -функцiї Ламберта;



Точковi симетрiї i точнi розв’язки бездисперсiйного рiвняння Нижника 7

� в термiнах гiпергеометричних функцiй:

𝑢 =

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑦3

𝑥

⃒⃒⃒⃒
3𝐹2

(︂
1

6
,
1

2
,
2

3
;
7

6
,
3

2
;
𝑦3

𝑥3

)︂
,

де 𝑝𝐹𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝; 𝑏1, . . . , 𝑏𝑞; 𝑧) — узагальнена гiпергеометрична функцiя;

� в параметричнiй формi:

𝑢 = e−(𝑥+𝑦)/2 (3𝑧
2 + 3𝑧 + 1)−1/6

|𝑧|1/2|𝑧 + 1|1/2
разом з ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 + 1

𝑧

⃒⃒⃒⃒
− 2√

3
arctg

(︀√
3(2𝑧 + 1)

)︀
= 𝑦 − 𝑥;

� в неявнiй формi: 𝑢 = e−𝑥𝜙(𝑦), де функцiя 𝜙 = 𝜙(𝑦) неявно визначається як∫︁
d𝜙

(𝜙3 + 𝑐1𝜙+ 𝑐2)1/3
= 𝜔 + 𝑐3.

Бiльше знайдених розв’язкiв рiвняння (1) див. у [31, Sections 6–8].
Для iлюстрацiї можливостей знаходження нелiївських розв’язкiв бездисперсiйного рiв-

няння Нижника (1) використано мультиплiкативне роздiлення змiнних. З точнiстю до 𝐺-
еквiвалентностi такi сiм’ї вичерпують отриманi цим методом розв’язки:

𝑢 = 𝜙(𝑥)𝜓(𝑦),

∫︁
d𝜙

(𝜙3 + 𝑐1𝜙+ 𝑐2)1/3
= 𝑥,

∫︁
d𝜓

(𝜓3 + 𝑐3𝜓 + 𝑐4)1/3
= −𝑦;

𝑢 =
(︀
|𝑥|3/2 + 𝜁(𝑡)

)︀(︀
|𝑦|3/2 + 𝜃(𝑡)

)︀
, 𝑢 =

(︀
𝑥+ 𝜁(𝑡)

)︀
|𝑦|3/2,

де 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, — довiльнi сталi, 𝜁 i 𝜃 — довiльнi досить гладкi функцiї вiд 𝑡. Кожна з цих
сiмей суттєво узагальнює деяку сiм’ю iнварiантних розв’язкiв рiвняння (1).

Завдяки правильному впорядкуванню iєрархiї лiївських редукцiй рiвняння (1) i точно-
му вибору для iнтегрування невеликої кiлькостi редукованих звичайних диференцiальних
рiвнянь глибоко проаналiзовано i побудовано ширшi сiм’ї точних розв’язкiв рiвняння (1),
нiж тi, що були представленi в лiтературi. Для знаходження точних розв’язкiв редукованих
звичайних диференцiальних рiвнянь також використано вiдповiднi редукованi системи для
нелiнiйного представлення Лакса (5).

Варто зауважити, що перевiрка побудованих розв’язкiв i їх нееквiвалентностi вiдомим
розв’язкам є останнiм, але найважливiшим етапом будь-якої процедури знаходження точних
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. На жаль, цей крок зазвичай iгнорують, що призводить
до появи багатьох статей, якi мiстять лише неправильнi або вiдомi розв’язки, див. огляд
цих та аналогiчних проблем в [15, 26]. У [31] перевiрено всi отриманi розв’язки та вибрано
лише 𝐺-нееквiвалентнi серед них.

5 Висновки

Застосовуючи оригiнальну версiю алгебраїчного методу на основi мегаiдеалiв, обчислено
псевдогрупи точкових симетрiй бездисперсiйного рiвняння Нижника (1), вiдповiдного нелi-
нiйного представлення Лакса (5) та бездисперсiйної системи Нижника (6). Також побудова-
но псевдогрупу контактних симетрiй бездисперсiйного рiвняння Нижника (1), що є першим
використанням оригiнальної версiї алгебраїчного методу на основi мегаiдеалiв для такої
побудови.

Показано, що для бездисперсiйного рiвняння Нижника (1) необхiдна алгебраїчна умо-
ва стабiлiзацiї його максимальної псевдоалгебри лiївської iнварiантностi g при пiдняттi за
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допомогою будь-якого елемента його псевдогрупи точкових симетрiй 𝐺 повнiстю визначає
псевдогрупу 𝐺. Це дало перший приклад системи диференцiальних рiвнянь iз такою вла-
стивiстю в лiтературi.

Побудовано усi диференцiальнi рiвняння третього порядку з трьома незалежними змiн-
ними, якi є iнварiантними вiдносно псевдоалгебри g. Знайдено набiр геометричних власти-
востей бездисперсiйного рiвняння Нижника (1), який вичерпно його визначає. Крiм iнва-
рiантностi вiдносно псевдоалгебри g, вiн включає наявнiсть трьох найпростiших характе-
ристик 1, 𝑢𝑥𝑥 i 𝑢𝑦𝑦 законiв збереження. Це поєднує обернену задачу групової класифiкацiї
з оберненою задачею щодо законiв збереження.

Завдяки вичерпнiй класифiкацiї одно- та двовимiрних пiдалгебр максимальної псевдоал-
гебри лiївської iнварiантностi g бездисперсiйного рiвняння Нижника (1), проведено повну
класифiкацiю лiївських редукцiй цього рiвняння i, вiдповiдно, побудовано широкi сiм’ї його
нових точних iнварiантних розв’язкiв в замкненiй формi в термiнах елементарних функцiй,
функцiй Ламберта та гiпергеометричних функцiй, а також у параметричнiй або неявнiй
формi. Також для iлюстративної побудови неiнварiантних розв’язкiв використано мульти-
плiкативне роздiлення змiнних.

Класичний симетрiйний аналiз бездисперсiйного рiвняння Нижника (1), проведений у
[4, 30, 31], створює необхiднi передумови для розгляду iнших симетрiє-подiбних об’єктiв,
пов’язаних з цим рiвнянням, включно з нелокальними, зокрема узагальнених симетрiй,
законiв збереження та модулiв редукцiї. Такий аналiз є першим кроком нашої програми
дослiджень рiвнянь i систем Нижника в рамках розширеного симетрiйного аналiзу, анало-
гiчного до дослiджень (1+1)-вимiрного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi в [9, 14, 25, 28],
(1+1)-вимiрного лiнiйного рiвняння Клейна–Ґордона в [21], виродженого (1+2)-вимiрного
рiвняння Бюргерса в [28], системи Бойтi–Леона–Пемпiнеллi в [16] чи однiєї iзотермiчної
моделi дрейфового потоку без ковзання в [19,20].
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Abstract. We discuss relations between various Nizhnik models as well as the history of
their development. The main focus is on a review of previously obtained results on the
classical symmetry analysis of the dispersionless Nizhnik equation. This equation is special
in many aspects due to its remarkable algebraic and geometric properties. We describe the
construction of point- and contact-symmetry pseudogroups of this equation as well as point-
symmetry pseudogroups of its nonlinear Lax representation and of the dispersionless Nizhnik
system, which involves an original megaideal-based version of the algebraic method. We find
interesting algebraic and geometric properties of the dispersionless Nizhnik equation. The
complete classification of Lie reductions of this equation leads to finding its exact invariant
solutions in closed form (explicit, implicit, or parametric one). The most interesting among
these solutions are presented in the paper.
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ry pseudogroup; Lie invariance algebra; megaideal; Lie reduction; invariant solutions; hidden
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