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Анотацiя. У роботi оглядово наведено основнi математичнi концепцiї теорiї квазiкри-
сталiв та розглянуто їх на прикладi обчислювальних експериментiв iз одновимiрним
квазiкристалом Фiбоначi. Особливу увагу придiлено сучасному математичному апара-
ту для опису квазiкристалiв: дифракцiйна мiра, схема cut-and-project, множини Делоне,
локальна нерозрiзнюванiсть, топологiя на множинах Делоне, локальна оболонка квазi-
кристала та її параметризацiя тором. Наведено короткий огляд наявного програмного
забезпечення та обчислювальних пiдходiв, що застосовуються для побудови, вiзуалi-
зацiї й дослiдження квазiкристалiв. Основним результатом роботи є розробка iнтер-
активного програмного забезпечення у форматi Python Jupyter Notebook для побудови
квазiкристала Фiбоначi, параметризованого координатами на фундаментальнiй комiр-
цi. Цей iнструмент є основою наступних обчислювальних дослiджень авторiв i може
використовуватися для навчальних цiлей та iлюстрацiї геометрiї локальної оболонки.

Ключовi слова: математичнi квазiкристали; cut-and-project; локальна оболонка; пара-
метризацiя тором; Python.

1 Вступ

Теорiя математичних та фiзичних квазiкристалiв є вiдносно новою, не усталеною галуззю,
яка активно розвивається. З точки зору математики, квазiкристали є точковими множина-
ми без трансляцiйної симетрiї, але iз певною самоподiбнiстю, особливо у великому масштабi,
що проявляється у їх геометричних та спектральних властивостях. Математичнi квазiкрис-
тали також пов’язанi iз динамiчними системами та замощеннями простору iз скiнченним
набором локальних конфiгурацiй [1, 5].

У данiй роботi викладено огляд теорiї математичних квазiкристалiв, розглянуто поняття
параметризацiї тором, а також розроблено iнтерактивне ПЗ для Python, яке застосовано
для аналiзу та дослiдження одновимiрних квазiкристалiв. Як приклад використано квазi-
кристал Фiбоначi.

Важливою властивiстю кристалiчних матерiалiв є їхня здатнiсть розсiювати випромi-
нювання з утворенням дискретних дифракцiйних картин, що вiдображають внутрiшню
структуру зразка. Традицiйно припускалося, що такi дифракцiйнi властивостi притаманнi
виключно перiодичним структурам, зокрема регулярним ґраткам та ґраткам Браве. Осо-
бливiстю кристалiчних ґраток є жорстке обмеження на допустимi симетрiї повороту, яке ви-
значається теоремою про кристалографiчне обмеження (crystallographic restriction theorem).

Вiдкриття фiзичних квазiкристалiв — матерiалiв iз “забороненою” симетрiєю та дискрет-
ними дифракцiйними картинами, за яке Данiелю Шехтману 2011 року було присуджено
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Нобелiвську премiю з хiмiї, — стало великим поштовхом у розвитку нової галузi та обумов-
лює необхiднiсть побудови математичних моделей квазiкристалiчних структур. Першими
дослiдженнями у цiй галузi були роботи, присвяченi майже перiодичним функцiям — триго-
нометричним полiномам iз iррацiональними вiдношеннями перiодiв. Таку функцiю можна
розглядати як обмеження функцiї аргументу вищої розмiрностi на пiдпростiр меншої роз-
мiрностi, що вiдповiдає проєкцiї пiд iррацiональним кутом [6].

Визначення математичного квазiкристала залежить вiд контексту, але загалом розгля-
даються та дослiджуються множини точок, якi мають дискретну дифракцiйну картину.
Такi точковi множини моделюють положення атомiв у фiзичних квазiкристалах.

Сучасним пiдходом до побудови квазiкристалiв є метод перерiзiв та проєкцiй (cut-and-
project method), у якому математичний квазiкристал отримується як проєкцiя регулярної
ґратки вищої розмiрностi на пiдпростiр меншої розмiрностi. Початковi iдеї такого пiдходу
були сформульованi Мейером у гармонiйному аналiзi [13], а пiзнiше Мудi та Патера [15]
адаптували та розвинули метод для квазiкристалiв.

Для побудови квазiкристалу можна вибрати регулярну ґратку ̃︀𝐿 = Z𝑑+𝑝 ⊂ R𝑑 ⊕ R𝑝,
визначити фiзичний пiдпростiр 𝐸phys

∼= R𝑑, розташований пiд iрацiональним кутом до ґра-
тки, та внутрiшнiй пiдпростiр 𝐸int

∼= R𝑝, ортогональний до фiзичного. Далi вибираємо
вiкно 𝑊 ⊂ 𝐸int та виконуємо проєкцiю елементiв 𝑥̃ ∈ ̃︀𝐿 на фiзичний 𝑥 = 𝜋phys(𝑥̃) та внутрi-
шнiй 𝑥′ = 𝜋int(𝑥̃) простори. У бiльш загальному випадку конструкцiї перерiзiв та проєкцiй,
замiсть регулярної ґратки ̃︀𝐿 можна використовувати кореневу ґратку. Дiаграма типової
конструкцiї, де стрiлками з гачком позначено вкладення пiдмножин:

R𝑑 R𝑑 × R𝑝 R𝑝 𝑊

Λ(𝑊 ) 𝐿 ̃︀𝐿 𝐿′

𝜋phys 𝜋int

1-1 щiльний образ

Модельна множина (квазiкристал) Λ визначається як

Λ = Λ(𝑊 ) = {𝑥 ∈ 𝐿 | 𝑥′ ∈ 𝑊} = 𝜋phys
(︀̃︀𝐿 ∩ 𝜋−1

int (𝑊 )
)︀
.

Розглядатимемо лише незвiднi модельнi множини [2], тобто такi, що 𝜋int(̃︀𝐿) щiльна у 𝐸int,
𝜋phys|̃︀𝐿 iн’єктивна, а вiкно 𝑊 є обмеженою борелiвською множиною з непорожньою внутрi-
шнiстю та межею мiри нуль. У роботi дослiджуються вiкна лише вiкна у виглядi деяких
кубоїдiв 𝑊 =

∏︀𝑑
𝑖=1[𝑎𝑖, 𝑏𝑖], проте у загальному випадку вони можуть мати складну, фра-

ктальну структуру [1, рис. 5.2].

Незвiднi модельнi множини є рiвномiрно дискретними та мають дискретну дифракцiйну
картину [2], розглянемо цi поняття детальнiше.

Нехай 𝑋 ⊂ R𝑑 — рiвномiрно дискретна точкова множина, 𝛿𝑥 — дельта-функцiя (розпо-
дiл), а 𝜔𝑋 =

∑︀
𝑥∈𝑋 𝛿𝑥 — “гребiнець Дiрака”, мiра асоцiйована iз множиною 𝑋. Рiвномiрна

дискретнiсть (inf𝑥̸=𝑦∈𝑋 |𝑥− 𝑦| > 0) гарантує, що 𝜔𝑋 є локально скiнченною мiрою.

Нехай 𝐵𝑟(𝑥) = {𝑦 | ‖𝑦 − 𝑥‖ < 𝑟}. Визначимо автокореляцiйну мiру 𝑋 як

𝛾𝑋 = lim
𝑟→∞

1

vol(𝐵𝑟(0))

∑︁
𝑥,𝑦∈𝑋∩𝐵𝑟(0)

𝛿𝑥−𝑦.

Дифракцiйною мiрою множини 𝑋 називають мiру ̂︀𝛾𝑋 , яка є перетворенням Фур’є авто-
кореляцiї i визначається дiєю на функцiях Шварца 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) як ̂︀𝛾𝑋(𝑓) = 𝛾𝑋

(︀ ̂︀𝑓)︀. Якщо
𝑋 — ґратка чи модельна множина, то обидвi мiри iснують, а автокореляцiя має вигляд
𝛾𝑋 =

∑︀
𝑧∈Δ𝑋

𝜈(𝑧)𝛿𝑧, де 𝜈(𝑧) — деякi дiйснi коефiцiєнти, а Δ𝑋 = {𝑥− 𝑦 | 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋} [1].
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Розглянемо регулярну ґратку Γ = Z𝑏1 ⊕ · · · ⊕ Z𝑏𝑑 iз лiнiйно незалежними базисними
векторами 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑑. Нехай Γ* = {𝑦 ∈ R𝑑 | ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ Z, ∀𝑥 ∈ Γ} — дуальна ґратка,
𝑑 = dens(Γ) = 1

det(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑑)
. Тодi ΔΓ = Γ, автокореляцiйна мiра 𝛾Γ iснує, а дифракцiйна

мiра є дискретною та має вигляд 𝛾Γ = 𝑑2
(︀∑︀

𝑦∈Γ* 𝛿𝑦
)︀
.

Схожими за характеристиками точковими множинами є множини Делоне — рiвномiрно
дискретнi множини, якi також є вiдносно щiльними, тобто iснують числа 0 < 𝑅, 𝑟 < ∞
такi, що ∀𝑥 ∈ R𝑑, ∃ 𝑦 ∈ 𝑋 : |𝑥 − 𝑦| < 𝑅 та ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 : |𝑥 − 𝑦| > 𝑟. Iншими словами,
множини Делоне — дискретнi множини, у яких для кожної точки вiдстань до найближчої
точки обмежена згори та знизу. При 𝑟 = 𝑅 = 𝜀 множина Делоне є також 𝜀-сiткою.

Математичними квазiкристалами називатимемо множини Делоне, якi мають дискре-
тну дифракцiйну картину, тобто їх дифракцiйна мiра є сингулярною, що вiдображено в нас-
тупних умовах:

∃ dens(𝑋) < ∞, dens(𝑋) := lim
𝑅→∞

#(𝑋 ∩𝐵𝑅)

vol(𝐵𝑅)
,

∃ 𝛾𝑋 , 𝛾𝑋 — суто точкова мiра.

Важливо, що для квазiкристалiв дифракцiйна картина є дискретною, але щiльною, i має
самоподiбну структуру, якщо розглядати множини її точок з обмеженням iнтенсивностi
знизу. Iснують i iншi способи побудови квазiкристалiв з точки зору динамiчних систем,
наприклад, за допомогою правил пiдстановки, розбиття чи скiнченних автоматiв [22].

Багатовимiрнi квазiкристали та вiдповiднi замощення можна отримати аналогiчно до
квазiкристалiв Фiбоначi, проєктуючи гiперкуби регулярної ґратки, що потрапили у вiкно,
на фiзичний пiдпростiр. Iснує багато алгоритмiв побудови точкових множин та замощень
на двовимiрному фiзичному просторi. Популярнiстю користуються алгоритми, що викорис-
товують слiди перетину площин ґратки iз площиною фiзичного пiдпростору для пошуку
допустимих точок, наприклад generalized dual method [21], метод de Bruijn [7,8], multigrid [9].

З iншого боку, iснує задача вiдновлення квазiкристалу за його дифракцiйною карти-
ною з експериментальних даних. Вiдомим iнструментом є Superflip [17], який вiдновлює
кристал у довiльнiй розмiрностi за допомогою iтеративного алгоритму обернення знакiв
заряду (charge flipping). Iншим пiдходом є використання алгоритмiв машинного навчання
та комп’ютерного зору для опрацювання зображень поверхневої мiкроскопiї, наприклад [10]
та [12]. За наявностi шумних координат точок модельної множини або багатовимiрної ґра-
тки може стояти задача визначення її симетрiй, методи для якої сформульовано у класичнiй
статтi [11], та сучаснiй [24]. А новiшi статтi [16, 18, 23] визначають умови, за яких збурену
випадковим чином структуру можна вiдновити майже напевно.

Важливо зауважити, що модельнi множини та замощення можна будувати не лише на ре-
гулярних ґратках, а й на кореневих ґратках — ґратках породжених кореневими системами,
що дозволяє отримати простiший вигляд та меншу розмiрнiсть оточуючого простору для
деяких квазiкристалiв. Водночас, оператори симетрiй ускладнюються, i виникає потреба
у використаннi теорiї груп Коксетера та Вейля для їх опису. Наприклад, з кореневої ґра-
тки 𝐴4 можна отримати замощення Тюбiнгена проєктуючи її комiрки Делоне, а замощення
Пенроуза — з комiрок Вороного [4].

Окремим напрямком є дослiдження локальних функцiй, якi узгодженi з симетрiєю квазi-
кристала (“поважають симетрiю”), а також їх обчислення та побудова апроксимацiй iз широ-
кою областю визначення. Прикладом таких функцiй є тип комiрки замощення, вiдстань до
найближчої точки квазiкристала, атомний потенцiал квазiкристала тощо. Перспективним
методом для їх наближення є використання Фур’є аналiзу на торi, яким параметризується
локальна оболонка квазiкристала [14].
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Рис. 1. Квазiкристал Фiбоначi як проєкцiя регулярної ґратки Z2 на пряму 𝑦 = 2
1+

√
5
𝑥.

2 Квазiкристал Фiбоначi

Класичним та чи не найбiльш дослiдженим прикладом квазiкристала є родина одновимiр-
них квазикристалiв Фiбоначi. Конкретний вигляд модельної множини залежить вiд вибору
регулярної ґратки, фiзичного та внутрiшнього пiдпросторiв, а також вiкна.

Один iз методiв побудови полягає у тому, щоб визначити двовимiрну квадратну ґратку̃︀𝐿 = Z2 та спрямувати внутрiшнiй простiр пiд iррацiональним кутом до неї, наприклад
arctan 𝜏−1, де 𝜏 = (1 +

√
5)/2 — константа золотого перерiзу. Визначимо 𝑒phys = (1, 𝜏−1) та

𝑒int = (−𝜏−1, 1) — ортогональнi вектори вздовж фiзичного та внутрiшнього пiдпросторiв
вiдповiдно. Замiсть 𝜏 можна взяти iнший корiнь рiвняння 𝑥2 = 𝑚𝑥+ 1, 𝑚 ∈ N.

Вiкно 𝑊 виберемо як проєкцiю комiрки Вороного навколо нульової точки ґратки Z2 на
внутрiшнiй пiдпростiр, тобто 𝑊 = 𝜋int({𝑥 ∈ R2 | ‖𝑥‖∞ < 1/2}). Зауважимо, що таке вiкно
симетричне вiдносно нуля.

У результатi отримуємо неперiодичну дискретну множину Λ (див. рис. 1). Сусiднi точки
у Λ можуть знаходитись лише на двох рiзних вiдстанях одна вiд одної, що визначає “тип
плитки”. Таким чином, розглядатимемо лише квазiкристали, якi є замощеннями R двома
типами плиток: “довга” та “коротка”, що вiдповiдають кроку вгору та праворуч на ґратцi
(не враховуючи сингулярнi випадки).

3 Локальна оболонка

Множина Λ ⊂ R𝑑 також називається множиною Делоне, якщо iснують 𝑟,𝑅 > 0 такi, що

min
{︀
‖𝑥− 𝑦‖ | 𝑥, 𝑦 ∈ Λ, 𝑦 ̸= 𝑥

}︀
≥ 𝑟 та max

𝑥
min

{︀
‖𝑥− 𝑦‖ | 𝑦 ∈ Λ, 𝑦 ̸= 𝑥

}︀
≤ 𝑅.

Нехай R𝑑 ∋ 𝑡 дiє на Λ як трансляцiя (зсув), тобто 𝑡+ Λ = {𝑡+ 𝑥 | 𝑥 ∈ Λ}.
Назвемо множини Делоне 𝐴,𝐵 локально нерозрiзнюваними (locally indistinguishable, LI),

якщо будь-який окiл 𝐴∩𝐵𝑟(𝑥) точки 𝑥 ∈ 𝐴 можна знайти у 𝐵 пiсля деякого зсуву, i навпа-
ки [1]: ∀𝑥 ∈ 𝐴,∀𝑟 > 0 ∃𝑡, 𝑡′ ∈ R𝑑 : 𝑡+(𝐴∩𝐵𝑟(𝑥)) = 𝐵∩𝐵𝑟(𝑡

′+𝑥). Локальна нерозрiзнюванiсть
є вiдношенням еквiвалентностi. Крiм цього, на множинах Делоне прийнято розглядати то-
пологiю, в якiй множини близькi, якщо вони спiвпадають на великому радiусi з невеликою
похибкою. Вона визначатиметься базою вiдкритих множин вигляду

𝑈𝑅,𝜀(𝐴) =

{︂
𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝐵 ∩𝐵𝑅(0) ⊂ 𝐴+𝐵𝜀(0),
𝐴 ∩𝐵𝑅(0) ⊂ 𝐵 +𝐵𝜀(0)

}︂
.



Iнтерактивна параметризацiя тором квазiкристала Фiбоначi 5

Локальною оболонкою множини Делоне Λ називається топологiчний простiр 𝑋(Λ), утво-
рений замиканням множини трансльованих копiй Λ вiдносно топологiї на множинах Делоне,

𝑋(Λ) = {𝑡+ Λ | 𝑡 ∈ R𝑑}.

Твердження 1 ([19, Lemma 1]). Локальна оболонка замощення площини iз скiнченним
набором локальних конфiгурацiй (наприклад, замощення Пенроуза) складатиметься з усiх
замощень, породжених цим набором локальних конфiгурацiй.

Твердження 2 ([19, Lemma 2]). Топологiчний простiр 𝑋(Λ) є компактним, при чому дiя
трансляцiй R𝑑 на Λ пiдiймається до неперервної групи трансляцiй на 𝑋(Λ).

З твердження 1, локальна оболонка складається з усiх локально нерозрiзнюваних iз Λ
множин Делоне. Тому локальна оболонка також називається класом локальної нерозрi-
знюваностi (LI-класом). Для регулярної ґратки Γ ⊂ R𝑑 локальна оболонка 𝑋(Γ) є то-
ром T𝑑 = R𝑑/Z𝑑. Усi локально подiбнi до Γ множини — це трансляцiї Γ, i вони параметри-
зуються точками фундаментальної комiрки iз ототожненням її вiдповiдних меж.

Параметризацiя реалiзацiй квазiкристала Фiбоначi iз заданим вiкном та кутом пiдпро-
стору вiдбувається схожим чином, за допомогою тору T2 на фундаментальнiй комiрцi. По-
вторимо схему cut-and-project, але iз рiвними розмiрностями фiзичного та внутрiшнього
пiдпросторiв 𝑑 = 𝑝.

Λ = Λ(𝑊 ) = {𝑥 ∈ 𝐿 | 𝑥′ ∈ 𝑊} = 𝜋phys
(︀̃︀𝐿 ∩ 𝜋−1

int (𝑊 )
)︀
,

де ̃︀𝐿 ⊂ R𝑑 × R𝑑 — регулярна ґратка, 𝐿 ⊂ 𝐸phys
∼= R𝑑, а 𝐿′ ⊂ 𝐸int

∼= R𝑑.
Позначимо Λ(𝑎,𝑏) = 𝑎+Λ(−𝑏+𝑊 ) = {𝑥+𝑎 | 𝑥 ∈ 𝐿, 𝑥′+𝑏 ∈ 𝑊}. Вiдображення (𝑎, 𝑏) ↦→ Λ(𝑎,𝑏)

може бути не iн’єктивним, наприклад через сингулярнi випадки, коли точка ґратки потра-
пляє на межу вiкна, тому вводимо класи еквiвалентностi (𝑎, 𝑏)𝐿 = {(𝑎′, 𝑏′) | Λ(𝑎′,𝑏′) = Λ(𝑎,𝑏)}.

Увесь подальший аналiз функцiй пов’язаних з квазiкристалами та побудова неперiо-
дичних дискретних множин з великою кiлькiстю точок спираються на твердження 3 та 4
доведенi у роботах [14] та [3, 20] вiдповiдно.

Твердження 3. Трансляцiї модельної множини у фiзичному просторi {Λ(𝑡,0) | 𝑡 ∈ R𝑑}
утворюють щiльну пiдмножину 𝑋(Λ).

Iнтуїтивно це означає що Λ(𝑡,0) є кривою на торi пiд iррацiональним кутом, яка щiльно
заповнює його.

Твердження 4. Iснує параметризацiя локальної оболонки тором, тобто iснує неперервне
вiдображення 𝛽 : 𝑋(Λ) −→ T2𝑑 таке, що

(1) 𝛽 сюр’єктивне;

(2) 𝛽 iн’єктивне майже всюди (за мiрою Хаара на торi);

(3) ∀𝑡 ∈ R𝑑 ∀Λ′ ∈ 𝑋(Λ) виконується 𝛽(𝑡+ Λ′) = 𝛽(Λ′) + (𝑡, 0);

(4) ∀𝑡 ∈ R𝑑 виконується 𝛽(𝑡+ Λ) = (𝑡, 0)𝐿.

4 Iнтерактивне програмне забезпечення

Для iлюстрацiї параметризацiї локальної оболонки тором на прикладi квазiкристала Фiбо-
начi було розроблено iнтерактивне ПЗ для Python у форматi Jupyter Notebook, код якого
розмiщено у вiльному доступi на GitHub.1

1https://github.com/mkrooted256/fibonacci-torus-notebook/.

https://github.com/mkrooted256/fibonacci-torus-notebook/
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Рис. 2. Лiворуч: 𝑢 = 0,2, 𝑣 = 0; праворуч: 𝑢 = 0,5, 𝑣 = 0. Конфiгурацiя та сама, трансляцiя

у фiзичному просторi.

Рис. 3. Лiворуч: 𝑢 = 0, 𝑣 = 0; праворуч: 𝑢 = 0, 𝑣 = 0,5. Конфiгурацiя змiнюється, трансляцiя

у внутрiшньому просторi, видно накручування: траєкторiя почалася у лiвому нижньому кутi i про-

довжилась у правому нижньому.

Напiвпрозора смуга на кожнiй iлюстрацiї вiдповiдає смузi навколо фiзичного простору,
яка проєктується у вiкно 𝑊 на внутрiшньому просторi. Темний квадрат вiдповiдає фунда-
ментальнiй комiрцi регулярної ґратки, яка параметризує локальну оболонку тором.

Параметризацiя (𝑥, 𝑦) ↦→ Λ(𝑥,𝑦) вiдбувається шляхом трансляцiї гратки на вектор (𝑥, 𝑦),
при цьому вiкно та простори залишаються нерухомими.

У ПЗ реалiзована параметризацiя 𝑥𝑦 та 𝑢𝑣 координатами, де 𝑥𝑦 вказуються у двови-
мiрному просторi i обмеженi фундаментальною областю [0; 1]2, а 𝑢𝑣 вказуються у термiнах
базисних векторiв фiзичного та внутрiшнього простору.

Рух лише за 𝑢 координатою вiдповiдає реалiзацiям Λ(𝑡,0), що просто транслює модельну
множину у фiзичному просторi (рис. 2). Рух за 𝑣 координатою змiнює “реалiзацiю” квазiкри-
стала, що наочно видно за допомогою ab-коду послiдовностi типiв плиток, якi виводяться
текстом — вони будуть рiзнi в околi нуля (рис. 3). Збiльшення координати 𝑢 чи 𝑣 окремо
вiд iншої призводить до “накручування” точки початку квазiкристала на торi.

Окрiм коду, документацiї, прикладiв та iнструкцiй, Jupyter Notebook також мiстить iнте-
рактивний iнтефрейс для введення 𝑢𝑣 або 𝑥𝑦 координат у фундаментальнiй областi (рис. 4).

5 Висновки

У роботi наведено основнi означення з теорiї математичних квазiкристалiв, зокрема для
квазiкристала Фiбоначi та його локальної оболонки. Для якiсного аналiзу та iнтерпретацiї
параметризацiї локальної оболонки тором було розроблено iнтерактивне ПЗ для Python,
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Рис. 4. Лiворуч: сингулярний випадок 𝑥 = 0,5, 𝑦 = 0,5; праворуч: iнтерфейс iнтерактивного

режиму для введення 𝑢𝑣 координат.

яке дозволяє вiзуалiзувати рiзнi реалiзацiї квазiкристала Фiбоначi та вiдображає їх вiдпо-
вiднiсть точкам на торi.

У подальшому будуть продовженi дослiдження розпочатi у роботi [14] щодо апроксимацiї
локальних функцiй, а саме, буде детальнiше розглянута топологiя локальної оболонки та
𝐿2-простiр функцiй на торi, яким параметризується локальна оболонка. Крiм цього, буде
розвинено Фур’є аналiз на торi та застосовано його до наближення локальних функцiй.

Подяки

Автори дякують анонiмним рецензентам за цiннi зауваження та коментарi, що допомогли
покращити статтю.

Проєкт 2025.07/0405 “Алебраїчнi методи дослiдження рiвнянь математичної фiзики” реа-
лiзується завдяки грантовiй пiдтримцi Нацiонального фонду дослiджень України. Змiст,
висвiтлений в цiй роботi, може не спiвпадати з поглядами Нацiонального фонду дослi-
джень України i є виключною вiдповiдальнiстю Iнституту математики НАН України.
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Abstract. The paper presents an overview of the theory of mathematical quasicrystals and
demonstrates the developed interactive Python software for studying certain one-dimensional
quasicrystals (the Fibonacci quasicrystal). The mathematical framework underlying research
in the field is described: diffraction measure, the cut-and-project scheme, local indistin-
guishability, topology on Delone sets. The intuitive concept of the local hull of a quasicrys-
tal and its torus parametrization is introduced. The Fibonacci quasicrystal and its local
hull are considered in more detail. An overview of other software and computational al-
gorithms related to the study, construction, and visualization of quasicrystals is presented,
along with an outline of directions for future research. The software is developed in the
Jupyter Notebook format and available via the link.

Keywords: mathematical quasicrystals; cut-and-project; local hull; torus parametrization;
Python.
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