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Анотацiя. У роботi розглядається задача вiдновлення розрiдженого сигналу за допо-
могою ℓ1-мiнiмiзацiї. Показано, як задачу ℓ1-мiнiмiзацiї (також вiдому як basis pursuit)
можна перетворити на еквiвалентну задачу лiнiйного програмування (ЛП), та наве-
дено доведення еквiвалентностi цих двох задач. Проведено експериментальне порiв-
няння сучасних розв’язувачiв (Gurobi, HiGHS, CPLEX та Clarabel) для розв’язання
ЛП-задачi на тестових даних, згенерованих вiдповiдно до теоретичних гарантiй вiд-
новлення для матриць з нормально розподiленими елементами. Результати показують,
що вiдкритий розв’язувач Clarabel є конкурентоспроможною альтернативою пропрiє-
тарним розв’язувачам за швидкодiєю. Також запропоновано метод перевiрки єдиностi
отриманого розв’язку за допомогою допомiжної задачi квадратичного програмування
зi строго опуклою цiльовою функцiєю. Наведено геометричну iнтерпретацiю умов єди-
ностi та продемонстровано застосування методу на прикладi матрицi з цiлочисельними
елементами.

Ключовi слова: розрiджений сигнал; вiдновлення сигналу; лiнiйне програмування; ква-
дратичне програмування.

1 Вступ

Нехай 𝑥 ∈ R𝑛 — невiдомий вектор з не бiльш нiж 𝑠 ненульовими елементами. Тодi задачею
вiдновлення розрiдженого сигналу (compressed sensing) є знаходження вектора 𝑥 за заданим
вектором 𝑏 ∈ R𝑚 та матрицею 𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(R), якi пов’язанi рiвнянням

𝐴𝑥 = 𝑏. (1)

При цьому 𝑚 < 𝑛, тобто система є недовизначеною, а отже, цю задачу неможливо розв’я-
зати звичайними методами лiнiйної алгебри. Однак, якщо вектор 𝑥 є розрiдженим, то його
можна успiшно вiдновити за допомогою оптимiзацiйних методiв, а саме, розв’язавши на-
ступну задачу ℓ1-мiнiмiзацiї:

𝑥* = argmin
𝑥∈R𝑛

‖𝑥‖1 за обмежень 𝐴𝑥 = 𝑏. (2)

Така задача вiдома в англомовнiй лiтературi як basis pursuit i є однiєю з фундаменталь-
них задач у теорiї вiдновлення розрiджених сигналiв. Її розв’язок у загальному випадку
не завжди є розрiдженим розв’язком задачi (1), але за певних умов на матрицю 𝐴 мож-
на отримати гарантiї вiдновлення. Однi з перших теоретичних результатiв щодо гарантiй
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вiдновлення отримано в роботах [2, 5], що дало поштовх для подальших дослiджень таких
задач. Такi задачi природним шляхом виникають у обробцi сигналiв; серед прикладiв засто-
сувань — отримання медичних зображень (в першу чергу, МРТ), телекомунiкацiї, радарнi
системи i багато iнших [6].

2 Огляд лiтератури

Теоретична сторона задачi вiдновлення розрiдженого вектора за лiнiйними вимiрюваннями
є добре дослiдженою. Давно вiдомi детермiнiстичнi критерiї, яким має вiдповiдати матри-
ця 𝐴 для успiшного вiдновлення, найбiльш популярним з яких є властивiсть обмеженої
iзометричностi (англiйською — restricted isometry property) [2]. Оскiльки на практицi важ-
ко перевiряти вiдповiднiсть цим критерiям кожної окремої матрицi вимiрювань, iснує також
багато результатiв, що дають iмовiрнiснi гарантiї [1,3,4] для певних класiв матриць, напри-
клад, матриць з 𝒩 (0, 1)-розподiленими елементами.

3 Вiдновлення розрiдженого вектора

за допомогою лiнiйного програмування

Задача (2) є нелiнiйною оптимiзацiйною задачею, але її можна перетворити на еквiвалентну
задачу лiнiйного програмування. Для цього введемо допомiжнi змiннi 𝑦𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, якi
будуть представляти абсолютнi значення вiдповiдних компонентiв вектора 𝑥, тобто 𝑦𝑖 ≥ |𝑥𝑖|.
Тодi можна записати наступну задачу лiнiйного програмування:

мiнiмiзувати
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 (3)

за обмежень 𝐴𝑥 = 𝑏, (4)

− 𝑦𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑦𝑖, (5)

𝑦𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (6)

Як бачимо, задача (3)–(6) має 2𝑛 змiнних та 𝑚 + 3𝑛 обмежень, але має перевагу у тому,
що iснує багато ефективних i добре вiдомих алгоритмiв для розв’язання задач лiнiйного
програмування.

Твердження 1. Задача лiнiйного програмування (3)–(6) є еквiвалентною задачi (2).

Доведення. Нехай 𝑥̂ = argmin𝑥 ‖𝑥‖1 є розв’язком оригiнальної задачi (2). Позначимо
𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)

T = (|𝑥̂1|, . . . , |𝑥̂𝑛|)T. Тодi (𝑥̂,𝑦) очевидно є допустимою точкою (тобто та-
кою, що задовольняє всi обмеження) для задачi лiнiйного програмування (3)–(6) i цiльо-
ва функцiя досягає в нiй того ж значення

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑥̂𝑖|. Це також оптимальний

розв’язок, оскiльки для будь-якої iншої допустимої точки (𝑥,𝑦) маємо
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑦𝑖 ≥
∑︀𝑛

𝑖=1 |𝑥𝑖| ≥∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑥̂𝑖| =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖.

Нехай тепер (𝑥̂,𝑦) є оптимальним розв’язком задачi лiнiйного програмування (3)–(6).
Тодi 𝑥̂ є допустимим для оригiнальної задачi (2). Для значення цiльової функцiї, маємо,
з одного боку,

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖 ≥

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑥̂𝑖|. З iншого боку, якщо розглянути допустиму точку (𝑥̂,𝑦)

з 𝑦𝑖 = |𝑥̂𝑖|, то маємо
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑦𝑖 ≤
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑦𝑖 =
∑︀𝑛

𝑖=1 |𝑥̂𝑖|. Цi двi нерiвностi разом означають, що∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑥̂𝑖|, i таким чином 𝑥̂ є точкою мiнiмуму для оригiнальної задачi (2) з тим

самим значенням цiльової функцiї.

Для розв’язання задачi (3)–(6) було перевiрено декiлька сучасних розв’язувачiв, а саме:
Gurobi [8], HiGHS [9], CPLEX [10] та Clarabel [7]. Результати тестiв наведено у табл. 1.
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Табл. 1. Порiвняння рiзних розв’язувачiв для 𝑛 = 5000.

CPLEX HiGHS Gurobi Clarabel
𝜌 𝑚 test 𝑡, s ‖𝑥̂− 𝑥*‖2 𝑡, s ‖𝑥̂− 𝑥*‖2 𝑡, s ‖𝑥̂− 𝑥*‖2 𝑡, s ‖𝑥̂− 𝑥*‖2

0,01 790 0 31,6 1,73e-12 48 1,02e-08 22,4 1,22e-12 11,5 8,16e-08
1 29,6 4,85e-12 44,4 5,61e-12 5,7 5,80e-12 11,6 9,65e-08
2 31 3,94e-12 46,9 5,27e-10 5,76 6,90e-12 12,8 2,95e-07
3 31,2 5,90e-12 44,1 3,98e-07 5,8 4,06e-12 12,5 1,13e-08
4 29,3 4,22e-12 46,9 8,48e-08 5,81 6,53e-12 11,3 9,00e-08

0,05 1510 0 84,7 1,11e-11 2183 1,22e-10 81,1 6,69e-12 38,8 5,49e-08
1 84,9 1,17e-11 169 2,73e-09 80,5 2,24e-12 39,8 5,76e-08
2 84,8 1,17e-11 192 2,89e-10 29,5 1,16e-11 37,8 1,53e-07
3 84 1,19e-11 170 8,73e-09 80,6 3,16e-12 38,6 1,33e-06
4 84,7 1,04e-11 163 5,73e-08 80,5 3,49e-11 41,1 6,12e-08

0,1 2140 0 158 1,60e-11 589 1,58e-09 143 1,30e-11 89,8 8,53e-07
1 159 1,53e-11 396 9,44e-11 151 8,23e-12 90,3 1,08e-07
2 164 1,43e-11 383 6,54e-09 50,5 1,84e-11 89,8 3,64e-07
3 160 1,62e-11 590 7,66e-08 139 8,75e-12 89,8 1,37e-07
4 159 1,54e-11 384 3,19e-10 140 1,45e-11 89,6 4,75e-06

Тестовi приклади було згенеровано вiдповiдно до теоретичних гарантiй вiдновлення вектора
для матриць з нормально розподiленими елементами, наведених у [1]. Було випадковим
чином згенеровано п’ять пар (𝐴,𝑥*) для кожного ступеня розрiдженостi 𝜌 = 𝑠

𝑛 . Вектор 𝑏
було обчислено як 𝑏 = 𝐴𝑥. Пiсля цього до кожного набору даних було застосовано кожний
iз розв’язувачiв 5 разiв, отриманi вимiрювання було усереднено i зведено у таблицю.

Як бачимо, всi розв’язувачi успiшно впорались iз вiдновленням вектора, а за часом ви-
конання найкраще себе показали Gurobi та Clarabel. При цьому бачимо, що час виконання
для Clarabel був приблизно однаковим для всiх тестових прикладiв, у той час як Gurobi має
рiзну швидкiсть збiжностi на рiзних даних. З цього можемо зробити висновки, що Clarabel є
швидкою та надiйною альтернативою пропрiєтарним розв’язувачам для розв’язку лiнiйної
задачi вiдновлення розрiдженого вектора.

4 Перевiрка єдиностi розв’язку

за допомогою квадратичного програмування

У попередньому параграфi ми працювали iз випадковими даними, покладаючись на теоре-
тичнi гарантiї вiдновлення для випадкових матриць, але варто також розглянути випадки,
коли знайдений розв’язок може не бути єдиним. Для цього спочатку необхiдно вiдмiтити, за
яких саме умов розв’язок задачi (2) може бути неунiкальним. Введемо для цього допомiжне
визначення та твердження.

Означення 2. Конус спадання 𝒟(𝑓,𝑥) опуклої функцiї 𝑓 : R𝑛 → R у точцi 𝑥 ∈ R𝑛 визна-
чається як

𝒟(𝑓,𝑥) =
⋃︁
𝜏>0

{𝑧 ∈ R𝑛 | 𝑓(𝑥+ 𝜏𝑧) ≤ 𝑓(𝑥)} .

Твердження 3. Вектор 𝑥 ∈ R𝑛 є єдиним розв’язком задачi (2) за 𝑏 = 𝐴𝑥 тодi й лише
тодi, коли 𝒟(‖ · ‖1,𝑥) ∩Ker𝐴 = {0}.

Таке твердження є класичним результатом у теорiї вiдновлення розрiджених сигналiв,
який можна знайти, наприклад, у [1]. Така геометрична iнтерпретацiя є дуже корисною
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𝑥*
+Ker𝐴

𝑥*

𝒟(‖ · ‖1,𝑥*) + 𝑥*

(а)

𝑥* +Ker𝐴
𝑥*

𝒟(‖ · ‖1,𝑥*) + 𝑥*

(б)

𝑥* +Ker𝐴
𝑥*

𝒟(‖ · ‖1,𝑥*) + 𝑥*

(в)

Рис. 1. Зафарбована дiлянка показує конус спадання ℓ1-норми в точцi 𝑥* (для наочностi центр

конусу змiщено на 𝑥*); заштрихована дiлянка є множиною векторiв, для яких норма є меншою

порiвняно з 𝑥*. У випадку (а) маємо єдиний розв’язок задачi, що збiгається з вектором 𝑥*. У ви-

падку (б) маємо розв’язок iз меншою ℓ1-нормою, нiж 𝑥*. У випадку (в) маємо декiлька розв’язкiв

iз такою ж ℓ1-нормою, що i 𝑥*.

для розумiння того, чому певнi матрицi 𝐴 забезпечують однозначне i успiшне вiдновлення,
а iншi — нi. Вiзуалiзацiя цього твердження у двовимiрному випадку наведена на рис. 1;
з неї бачимо, що «патологiчнi» випадки можна подiлити на два типи: або ядро матрицi 𝐴
перетинає внутрiшнiсть конуса спадання (рис. 1 (б)), або перетинає лише його межу у точцi,
вiдмiннiй вiд 0 (рис. 1 (в)). У першому випадку iснуватиме вектор 𝑧 такий, що 𝐴𝑧 = 𝑏 i
‖𝑧‖1 < ‖𝑥‖1, а отже, 𝑥 не буде розв’язком задачi (2). У другому ж випадку iснуватимуть
вiдмiннi вiд 𝑥 розв’язки задачi (2) з такою ж ℓ1-нормою.

Нескладно побачити, що для матриць, отриманих з неперервних розподiлiв, випадок
перетину ядра з внутрiшнiстю конуса спадання трапляється з ймовiрнiстю нуль, а отже,
розв’язок задачi (2) буде єдиним майже напевно. Однак, якщо матриця𝐴 має iншу структу-
ру (наприклад, її елементи мають дискретний розподiл), то така ситуацiя стає можливою.
Для перевiрки єдиностi розв’язку, отриманого з лiнiйної задачi (3)–(6), можна розв’язати
наступну допомiжну задачу квадратичного програмування:

мiнiмiзувати
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦2𝑖 (7)

за обмежень 𝐴𝑥 = 𝑏, (8)

− 𝑦𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑦𝑖, (9)
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑓, (10)

𝑦𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (11)

де 𝑓 — оптимальне значення цiльової функцiї, отримане при розв’язаннi задачi (3)–(6).
Така задача має єдиний розв’язок за умови сумiсностi обмежень, оскiльки цiльова функцiя
є строго опуклою, а множина допустимих точок — опуклою.

Твердження 4. Розв’язок задачi (7)–(11) є також розв’язком задачi (3)–(6).

Доведення. Нехай (𝑥̂,𝑦) є оптимальним розв’язком задачi (7)–(11). Тодi (𝑥̂,𝑦) є допу-
стимим для задачi (3)–(6) i в цiй точцi цiльова функцiя задачi (3)–(6) досягає значення∑︀𝑛

𝑖=1 𝑦𝑖 = 𝑓 . Ми визначили 𝑓 як оптимальне значення цiльової функцiї задачi (3)–(6), отже
(𝑥̂,𝑦) є також оптимальним для задачi (3)–(6).
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Рис. 2. Приклад тесту на єдинiсть розв’язку задачi (3)–(6) для випадкової матрицi з випадко-

вими цiлочисельними елементами вiд −10 до 10 та двома лiнiйно залежними стовпцями. Злiва

представленi значення розв’язку ЛП-задачi, який спiвпадає з вектором 𝑥*. Справа — розв’язок за-

дачi квадратичного програмування, який вiдрiзняється вiд попереднього вектора, що свiдчить про

неунiкальнiсть розв’язку ЛП-задачi.

Таким чином, якщо розв’язок задачi (7)–(11) не збiгається з розв’язком задачi (3)–(6),
то розв’язок задачi (3)–(6) не є єдиним. Якщо ж розв’язки збiгаються, то нiяких висновкiв
щодо єдиностi розв’язку задачi (3)–(6) зробити не можна, оскiльки у випадку неунiкально-
стi отриманий чисельно розв’язок задачi лiнiйного програмування може просто спiвпасти
з розв’язком задачi (7)–(11). Також варто зауважити, що в такому випадку отриманий
розв’язок ЛП-задачi буде рiзнитись залежно вiд конкретного алгоритму оптимiзацiї.

На практицi замiсть рiвностi у обмеженнi (10) варто використовувати двi нерiвностi:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 ≤ 𝑓 + 𝜀 та
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 ≥ 𝑓 − 𝜀,

оскiльки чисельно отримане значення 𝑓 не буде точним. Вiдповiдно, збiгатись розв’язки теж
будуть лише з певною точнiстю, що необхiдно враховувати при iнтерпретацiї результатiв.

Приклад такого тесту зображено на рис. 2. Для нього було штучним чином створено
матрицю 𝐴 такою, що вiдповiдна задача матиме багато розв’язкiв, а потiм було застосовано
описаний тест на єдинiсть розв’язку. Як бачимо, розв’язки задачi (3)–(6) та (7)–(11) помiтно
вiдрiзняються, що свiдчить про неунiкальнiсть розв’язку задачi (3)–(6).

5 Висновки

У цiй роботi розглянуто задачу лiнiйного програмування для вiдновлення розрiджено-
го вектора та допомiжну задачу квадратичного програмування для перевiрки єдиностi
розв’язку. З результатiв тестування рiзних розв’язувачiв для лiнiйного програмування ми
бачимо, що Clarabel є швидкою та надiйною альтернативою пропрiєтарним розв’язувачам
для вирiшення поставленої задачi, хоча й з меншою точнiстю, принаймнi без додаткових на-
лаштувань параметрiв розв’язувача. Також розглянуто геометричну iнтерпретацiю умови
єдиностi розв’язку задачi (2) та запропоновано тест на єдинiсть розв’язку, який базується на
розв’язаннi допомiжної задачi квадратичного програмування. Такий тест дозволяє вияви-
ти випадки, коли розв’язок задачi (2) не є єдиним, що може бути важливою iнформацiєю
при iнтерпретацiї результатiв вiдновлення. Втiм, вiн не надає нiяких гарантiй щодо єдино-
стi розв’язку, якщо отриманi розв’язки збiгаються. Цiкавими напрямками для подальших
дослiджень є знаходження оцiнки ймовiрностi неунiкальностi розв’язку для матриць iз дис-
кретними елементами та пошук бiльш надiйних тестiв на єдинiсть розв’язку.
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Abstract. In this work, we consider the problem of sparse signal recovery known as com-
pressed sensing using ℓ1-minimization. We show how the ℓ1-minimization problem (also
known as basis pursuit) can be transformed into an equivalent linear programming (LP)
problem, and provide a proof of the equivalence of these two problems. We conduct an
experimental comparison of modern solvers (Gurobi, HiGHS, CPLEX, and Clarabel) for
solving the LP problem on test data generated according to theoretical recovery guarantees
for matrices with normally distributed elements. The results show that the open-source
solver Clarabel is a competitive alternative to proprietary solvers in terms of speed. We also
propose a method for verifying the uniqueness of the obtained solution using an auxiliary
quadratic programming problem with a strictly convex objective function. A geometric in-
terpretation of the uniqueness conditions is provided, and the application of the method is
demonstrated on an example of a matrix with integer elements.
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