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Анотацiя. У статтi розглядається числова методика розв’язання варiацiйної задачi
статики цилiндричної оболонки Тимошенка пiд дiєю осесиметричних навантажень.
З метою уникнення трудомiсткого числового iнтегрування подано алгебричнi вирази
внескiв кожного скiнченного елемента до блочно тридiагональної системи лiнiйних ал-
гебричних рiвнянь МСЕ для квадратичних базисних функцiй. Для контролю якостi
знайдених наближень запропоновано поелементно визначений апостерiорний оцiнювач
похибок (АОП) залишкового гатунку, iндикатори якого заснованi на кубiчних полiно-
мах iз коефiцiєнтами, пропорцiйними кубу довжини скiнченного елемента, що вiдтво-
рюють наближенi значення третiх похiдних змiщень у центрах елементiв. Ефективнiсть
та надiйнiсть запропонованої методики пiдтверджено результатами числових експери-
ментiв для жорстко защемленої оболонки з примежовими шарами в околах її торцiв:
аналiз збiжностi апроксимацiй на рiвномiрно згущуваних сiтках демонструє здатнiсть
АОП надiйно вiдтворювати iстиннi похибки МСЕ в енергетичнiй нормi.

Ключовi слова: метод скiнченних елементiв; цилiндрична оболонка; квадратичнi апро-
ксимацiї; апостерiорний оцiнювач похибок; ℎ-адаптивнiсть; енергетична норма

1 Вступ

Цилiндричнi оболонки є одним iз найпоширенiших елементiв конструкцiй у механiчному та
цивiльному будiвництвi, аерокосмiчнiй та хiмiчнiй промисловостi. Математичне моделюван-
ня їхнього напружено-деформованого стану за осесиметричних навантажень у рамках теорiї
Тимошенка зводиться до варiацiйної задачi, коректнiсть якої та критерiї сингулярної збуре-
ностi детально дослiджено в [5]. Наявнiсть примежових шарiв, що виникають за певних умов
навантаження та закрiплення торцiв, суттєво ускладнює числовий аналiз задачi, оскiльки
апроксимацiї розв’язку в таких регiонах супроводжуються великими значеннями похибок.

Метод скiнченних елементiв (МСЕ) є одним з основних iнструментiв числового розв’я-
зання таких задач, див., напр., [2–4, 12–14, 16]. Проте за наявностi сингулярних збурень
якiсть знайдених апроксимацiй вимагає надiйного контролю. З цiєю метою теорiя та пра-
ктика МСЕ була доповнена концепцiєю апостерiорного оцiнювання похибок [7], яка дiстала
розвиток в iнженерних та наукових обчисленнях, див. [1, 8–11,13–15,17,18].

У цiй статтi ми будуємо (i) обчислювальну схему МСЕ з квадратичними апроксимацiями
вектора узагальнених змiщень оболонки та (ii) поелементно визначений АОП залишкового
гатунку на основi кубiчних полiномiв. Стаття органiзована таким чином. У п. 2 нагадуємо
формулювання варiацiйної задачi. У п. 3 подаємо схему МСЕ з квадратичними базисними
функцiями та аналiтично обчисленими коефiцiєнтами матрицi жорсткостi. У п. 4 будуємо
АОП та наводимо аналiтичний вигляд коефiцiєнтiв його iндикаторiв. У п. 5 наводимо апо-
стерiорнi оцiнки збiжностi та результати числових експериментiв. Висновки пiдсумовують
одержанi результати.
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2 Постановка задачi та позначення

Розглянемо варiацiйну задачу про статичне навантаження цилiндричної оболонки, яка в
термiнах статтi [5] при ℎ > 0, ℎ𝑅 ≪ 1, описується таким чином: знайти вектор узагальнених
пружних змiщень

𝜓 = {𝑢,𝑤, 𝛾} ∈ Φ :=
{︀
𝜙 = {𝑣, 𝑦, 𝜉} ∈ [𝐻1(Ω)]3 | 𝜙(0) = 0

}︀
такий, що

Π(𝜓,𝜙) = ⟨𝑙,𝜙⟩ ∀𝜙 ∈ Φ, (1)

Π(𝜓,𝜙) :=

∫︁ 𝐿

0
𝐵
[︀(︀
𝑢′𝑣′ +𝑅−2𝑤𝑦

)︀
+ 𝜈𝑅−1(𝑤𝑣′ + 𝑢′𝑦)

]︀
d𝑧

+

∫︁ 𝐿

0

[︀
𝐵𝑐(𝑤

′ + 𝛾)(𝑦′ + 𝜉) +𝐷𝛾′𝜉′
]︀
d𝑧 ∀𝜓,𝜙 ∈ Φ, (2)

⟨𝑙,𝜙⟩ :=
∫︁ 𝐿

0
(𝑓1𝑣 + 𝑓3𝑦 + 𝑓4𝜉) d𝑧 +𝑁1𝑣(𝐿) +𝑁3𝑦(𝐿) +𝑀1𝜉(𝐿) ∀𝜙 ∈ Φ; (3)

за фiзичним змiстом даних цiєї задачi див. [15]. Там же показано, що задача (1)–(3) має
єдиний розв’язок 𝜓 ∈ Φ, див. [5], який неперервно залежить вiд даних задачi у енергетичнiй
нормi простору допустимих змiщень Φ:

‖𝜙‖Π := Π1/2(𝜙,𝜙) ∀𝜙 ∈ Φ.

Стандартна процедура МСЕ розв’язання задачi (1)–(3) приводить до вiдшукання її на-
ближеного розв’язку iз дискретного аналогу задачi:

задано Φℎ := span

⎡⎢⎣
⎧⎨⎩
⎛⎝𝜙𝑖

0
0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0
𝜙𝑖
0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0
0
𝜙𝑖

⎞⎠⎫⎬⎭
𝑁

𝑖=1

⎤⎥⎦ ⊂ Φ;

знайти 𝜓ℎ ∈ Φℎ такий, що

Π(𝜓ℎ,𝜙) = ⟨𝑙,𝜙⟩ ∀𝜙 ∈ Φℎ. (4)

Аналiз обчисленої в (4) апроксимацiї 𝜓ℎ ∈ Φℎ крiм звичних засобiв числового моделю-
вання у виглядi таблиць та графiкiв будемо доповнювати наближеними оцiнками похибок,
заснованими на апостерiорних оцiнювачах похибки.

3 Квадратичнi апроксимацiї на скiнченому елементi

Вiзьмемо натуральне 𝑁 > 1 i за допомогою сiтки вузлiв 0 < 𝑧1 < · · · < 𝑧𝑖−1 < · · · < 𝑧𝑁 = 𝐿

створимо подiл 𝐼ℎ =
{︀
𝐾𝑖+ 1

2

}︀𝑁−1

0
вiдрiзка [0, 𝐿] на скiнченнi елементи 𝐾𝑖+ 1

2
:= [𝑧𝑖, 𝑧𝑖+1],

𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 1. Тут i далi дробовим iндексом будемо позначати як номер скiнченого
елемента 𝐾𝑖+ 1

2
так i його центр 𝑧𝑖+ 1

2
= 𝑧𝑖+𝑧𝑖+1

2 та дiаметр ℎ𝑖+ 1
2

= 𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖. Параметр

ℎ = max0≤𝑖≤𝑁−1 ℎ𝑖+ 1
2
називатимемо дiаметром подiлу 𝐼ℎ.

Щоб унiфiкувати визначення базисних функцiй МСЕ та необхiдних обчислень на кожно-
му такому елементi 𝐾𝑖+ 1

2
, вводимо локальну координату 𝜉 згiдно правила:

𝑧 = 𝑧(𝜉) := 1
2(1− 𝜉)𝑧𝑖 +

1
2(1 + 𝜉)𝑧𝑖+1 = 𝜃(𝜉)𝑧𝑖 + 𝜔(𝜉)𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖+ 1

2
+ ℎ𝑖+ 1

2
𝜉 ∀ 𝜉 ∈ [−1, 1].
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Тут i далi використовуються позначення

𝜃(𝜉) = 1
2(1− 𝜉), 𝜔(𝜉) = 1

2(1 + 𝜉).

Введення локальних змiнних дає можливiсть на елементi 𝐾𝑖+ 1
2
перейти вiд змiнної 𝑧 до

змiнної 𝜉 на вiдрiзку [−1, 1] при обчисленнi iнтеграла i похiдної:∫︁ 𝑧𝑖+1

𝑧𝑖

𝑓(𝑧) d𝑧 = ℎ𝑖+ 1
2

∫︁ 1

−1
𝑓(𝑧(𝜉)) d𝜉,

d𝑓(𝑧)

d𝑧
=

2

ℎ𝑖+ 1
2

d𝑓(𝑧(𝜉))

d𝜉
.

Для розв’язування задачi (4) використаємо квадратичнi базиснi функцiї. На кожному
скiнченому елементi 𝐾𝑖+ 1

2
функцiї 𝑢, 𝑤, 𝛾 апроксимуємо у виглядi:

𝑢ℎ𝑖 [𝑧(𝜉)] =
{︀
2𝜃(𝜉)[𝜃(𝜉)− 1

2 ]
}︀
𝑢𝑖 + {4𝜔(𝜉)𝜃(𝜉)}𝑢𝑖+ 1

2
+
{︀
2𝜔(𝜉)[𝜔(𝜉)− 1

2 ]
}︀
𝑢𝑖+1,

𝑤ℎ𝑖 [𝑧(𝜉)] =
{︀
2𝜃(𝜉)[𝜃(𝜉)− 1

2 ]
}︀
𝑤𝑖 + {4𝜔(𝜉)𝜃(𝜉)}𝑤𝑖+ 1

2
+
{︀
2𝜔(𝜉)[𝜔(𝜉)− 1

2 ]
}︀
𝑤𝑖+1, (5)

𝛾ℎ𝑖 [𝑧(𝜉)] =
{︀
2𝜃(𝜉)[𝜃(𝜉)− 1

2 ]
}︀
𝛾𝑖 + {4𝜔(𝜉)𝜃(𝜉)}𝛾𝑖+ 1

2
+
{︀
2𝜔(𝜉)[𝜔(𝜉)− 1

2 ]
}︀
𝛾𝑖+1.

Для зручностi обчислення матрицi жорсткостi скiнченого елемента 𝐾𝑖+ 1
2
запишемо (5)

у матрично-векторному виглядi
𝜓ℎ𝑖 = Nℎqℎ, (6)

де

Nℎ =

⎡⎣𝑔1 0 0 𝑔2 0 0 𝑔3 0 0
0 𝑔1 0 0 𝑔2 0 0 𝑔3 0
0 0 𝑔1 0 0 𝑔2 0 0 𝑔3

⎤⎦ , (7)

qT
ℎ =

[︀
𝑢𝑖, 𝑤𝑖, 𝛾𝑖, 𝑢𝑖+ 1

2
, 𝑤𝑖+ 1

2
, 𝛾𝑖+ 1

2
, 𝑢𝑖+1, 𝑤𝑖+1, 𝛾𝑖+1

]︀
, (8)

𝑔1 = 2𝜃
(︀
𝜃 − 1

2

)︀
, 𝑔2 = 4𝜔𝜃, 𝑔3 = 2𝜔

(︀
𝜔 − 1

2

)︀
. (9)

Враховуючи представлення (6)–(9), матриця K𝑒𝑖 для випадку квадратичних апроксима-
цiй запишеться у виглядi

K𝑒𝑖 =

⎡⎣K11
𝑒𝑖 K12

𝑒𝑖 K13
𝑒𝑖

K21
𝑒𝑖 K22

𝑒𝑖 K23
𝑒𝑖

K31
𝑒𝑖 K32

𝑒𝑖 K33
𝑒𝑖

⎤⎦ ,

де

𝐾𝑖𝑗
𝑒𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵
d𝑔𝑖
d𝑧

d𝑔𝑗
𝑑𝑧

𝐵𝜈

𝑅

d𝑔𝑖
d𝑧

𝑔𝑗 0

𝐵𝜈

𝑅
𝑔𝑖
d𝑔𝑗
d𝑧

𝐵𝑐
d𝑔𝑖
d𝑧

d𝑔𝑗
d𝑧

+
𝐵

𝑅2
𝑔𝑖𝑔𝑗 𝐵𝑐

d𝑔𝑖
d𝑧

𝑔𝑗

0 𝐵𝑐𝑔𝑖
d𝑔𝑗
d𝑧

𝐵𝑐𝑔𝑖𝑔𝑗 +𝐷
d𝑔𝑖
d𝑧

d𝑔𝑗
d𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

Обчисливши iнтеграли
∫︀ 𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
K𝑒𝑖 d𝑧, отримаємо значення матрицi елемента K𝑒:

K𝑒 =

⎡⎣k11 k12 k13

k21 k22 k23

k31 k32 k33

⎤⎦ .

Враховуючи симетричнiсть матрицi K𝑒, запишемо значення верхньої половини матрицi:

k11 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7𝐵

3ℎ𝑖+ 1
2

−𝐵𝜈

2𝑅
0

−𝐵𝜈

2𝑅

7𝐵𝑐
3ℎ𝑖+ 1

2

+
2𝐵ℎ𝑖+ 1

2

15𝑅2
−𝐵𝑐

2

0 −𝐵𝑐
2

2𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1
2

15
+

7𝐷

3ℎ𝑖+ 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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k12 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− 8𝐵

3ℎ𝑖+ 1
2

−2𝐵𝜈

3𝑅
0

2𝐵𝜈

3𝑅
− 8𝐵𝑐
3ℎ𝑖+ 1

2

+
𝐵ℎ𝑖+ 1

2

15𝑅2
−2𝐵𝑐

3

0
2𝐵𝑐
3

𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1
2

15
− 8𝐷

3ℎ𝑖+ 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

k13 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐵

3ℎ𝑖+ 1
2

𝐵𝜈

6𝑅
0

−𝐵𝜈

6𝑅

𝐵𝑐
3ℎ𝑖+ 1

2

−
𝐵ℎ𝑖+ 1

2

30𝑅2

𝐵𝑐
6

0 −𝐵𝑐
6

−
𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1

2

30
+

𝐷

3ℎ𝑖+ 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

k22 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

16𝐵

3ℎ𝑖+ 1
2

0 0

0
16𝐵𝑐
3ℎ𝑖+ 1

2

+
8𝐵ℎ𝑖+ 1

2

15𝑅2
0

0 0
8𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1

2

15
+

16𝐷

3ℎ𝑖+ 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

k23 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− 8𝐵

3ℎ𝑖+ 1
2

−2𝐵𝜈

3𝑅
0

2𝐵𝜈

3𝑅
− 8𝐵𝑐
3ℎ𝑖+ 1

2

+
𝐵ℎ𝑖+ 1

2

15𝑅2
−2𝐵𝑐

3

0
2𝐵𝑐
3

𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1
2

15
− 8𝐷

3ℎ𝑖+ 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

k33 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7𝐵

3ℎ𝑖+ 1
2

𝐵𝜈

2𝑅
0

𝐵𝜈

2𝑅

7𝐵𝑐
3ℎ𝑖+ 1

2

+
2𝐵ℎ𝑖+ 1

2

15𝑅2

𝐵𝑐
2

0
𝐵𝑐
2

2𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1
2

15
+

7𝐷

3ℎ𝑖+ 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Лiнiйний функцiонал (6) для випадку апроксимацiй (5) запишеться у виглядi

F𝑇𝑒 =

∫︁ 𝑧𝑖+1

𝑧𝑖

N𝑇
ℎ f d𝑧 =

ℎ𝑖+ 1
2

6

[︀
𝑓1, 𝑓3, 𝑓4, 4𝑓1, 4𝑓3, 4𝑓4, 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4

]︀
.

4 Апостерiорний оцiнювач похибки

частинами квадратичних апроксимацiй

Нехай на подiлi 𝐼ℎ обчислено апроксимацiю

𝜓ℎ =

𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝜓ℎ𝑖
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розв’язку задачi (4). Тодi похибку знайденої апроксимацiї e = 𝜓 − 𝜓ℎ можемо визначити
як розв’язок задачi про лишок:{︃

знайти похибку e ∈ 𝐸, 𝑉 = 𝑉ℎ ⊕ 𝐸 таку,

що Π(e,𝜙) = ⟨𝑙,𝜙⟩ −Π(𝜓ℎ,𝜙) ∀𝜙 ∈ 𝐸.
(10)

З огляду на те, що dim𝐸 = +∞, для знаходження наближеного розв’язку задачi (10) —
апостерiорного оцiнювача похибки (АОП) 𝜀ℎ = 𝜀ℎ(𝑧) — використовуємо дискретизацiю Га-
льоркiна: ⎧⎪⎨⎪⎩

задано 𝐸ℎ ⊂ 𝐸, dim𝐸ℎ = 𝑁 = card(𝐼ℎ);

знайти 𝜀ℎ ∈ 𝐸ℎ такий, що

Π(𝜀ℎ,𝜙) = ⟨𝑙,𝜙⟩ −Π(𝜓ℎ,𝜙) ∀𝜙 ∈ 𝐸ℎ.

(11)

Формулювання задачi (11) дозволяє оптимiзувати обчислення АОП:

𝜀ℎ(𝑧) =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖+ 1
2
(𝑧) =

𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖+ 1
2
𝜑𝑖+ 1

2
(𝑧) ∀ 𝑧 ∈ [0, 𝐿]. (12)

У випадку квадратичних апроксимацiй для представлення похибки (12) використовуємо
кубiчнi полiноми

𝜑𝑖+ 1
2
(𝑧(𝜉)) = 𝜃(𝜉)𝜔(𝜉) [𝜃(𝜉)− 𝜔(𝜉)].

Коефiцiєнти розвинення (12) у цьому випадку обчислюються наступним чином. Запишемо

вектор 𝜆𝜓
𝑖+ 1

2

як

𝜆𝜓
𝑖+ 1

2

= Jqℎ, (13)

де J = [J1, J2, J3],

J1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 − 𝐵𝜈

15𝑅
0

𝐵𝜈

15𝑅
−
𝐵ℎ𝑖+ 1

2

60𝑅2

𝐵𝑐
15

0
𝐵𝑐
15

𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1
2

60

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (14)

J2 = −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

2𝐵𝜈

15𝑅
0

2𝐵𝜈

15𝑅
0 −2𝐵𝑐

15

0 −2𝐵𝑐
15

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (15)

J3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 − 𝐵𝜈

15𝑅
0

𝐵𝜈

15𝑅
−
𝐵ℎ𝑖+ 1

2

60𝑅2

𝐵𝑐
15

0
𝐵𝑐
15

−
𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1

2

60

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (16)

A𝑖𝑖 = Π(𝜑𝑖+ 1
2
, 𝜑𝑖+ 1

2
) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐵

5ℎ𝑖+ 1
2

0 0

0
𝐵𝑐

5ℎ𝑖+ 1
2

+
𝐵ℎ𝑖+ 1

2

210𝑅2
0

0 0
𝐵𝑐ℎ𝑖+ 1

2

210
+

𝐷

5ℎ𝑖+ 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (17)
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З урахуванням (13)–(17) компоненти вектора 𝜆𝑖+ 1
2
обчислюються за формулами

𝜆𝑢
𝑖+ 1

2

= −
𝜆𝜓1
𝑖+ 1

2

𝐴11
𝜆

, 𝜆𝑤
𝑖+ 1

2

= −
𝜆𝜓2
𝑖+ 1

2

𝐴22
𝜆

, 𝜆𝛾
𝑖+ 1

2

= −
𝜆𝜓3
𝑖+ 1

2

𝐴33
𝜆

.

Для обчислення енергетичних норм iндикаторiв та самого АОП одержуємо вирази:

‖𝜀𝑖+1/2‖2Π = Π(𝜀𝑖+1/2, 𝜀𝑖+1/2) = Π11𝜆
2
𝑢 +Π22𝜆

2
𝑤 +Π33𝜆

2
𝛾 = 𝜌1𝜆𝑢 + 𝜌2𝜆𝑤 + 𝜌3𝜆𝛾 ,

‖𝜀ℎ‖2Π =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

‖𝜀𝑖+1/2‖2Π.

5 Апостерiорнi оцiнки збiжностi: числовi експерименти

Доповнимо нашi теоретичнi результати даними числових експериментiв з моделлю цилiн-
дричної оболонки товщини 𝑡 = 0.0025м, радiусом серединної поверхнi 𝑅 = 0,5 м, довжиною
𝐿 = 1 м пiд дiєю зовнiшнього поверхневого навантаження 𝑓𝑢 = 0, 𝑓𝑤 = −1000 Па, 𝑓𝛾 = 0.
Модуль пружностi матерiалу оболонки 𝐸 = 109 Па i коефiцiєнт Пуассона 𝜈 = 0; ї ї торцi
𝑧 = 0 i 𝑧 = 𝐿 жорстко закрiпленi. За цих умов критерiй подiбностi набуває значення

𝒩 =
1

2
√
6

𝑅

𝐿

𝑡

𝐿
≈ 0,0005,

що сигналiзує про сингулярну збуренiсть її напружено-деформованого стану в околах торцiв
оболонки.

Наша мета — проаналiзувати показники ефективностi та надiйностi АОП частинами ква-
дратичних апроксимацiй МСЕ, якi обчислювалися на послiдовностi рiвномiрно згущуваних
сiток скiнченних елементiв до досягнення такого критерiю точностi:

𝛿𝑛 :=
‖𝜀𝑛‖Π
‖𝜓𝑛‖Π

· 100% ≤ tol = 1%.

Одержанi результати обчислювальних експериментiв внесенi до табл. 1, де

𝑝𝑛+1 := (ln ‖𝜀𝑛‖Π − ln ‖𝜀𝑛+1‖Π)/(ln𝑁𝑛+1 − ln𝑁𝑛).

Аналiз даних табл. 1 виявляє кiлька важливих закономiрностей. Послiдовнiсть апрокси-
мацiй демонструє монотонну збiжнiсть усiх складових, причому порядок збiжностi АОП
зростає до чотирьох Бiльш того, отриманi результати демонструють ефект суперзбiжно-
стi — порядок збiжностi норм апроксимацiй перевищує теоретично очiкуваний апрiорними
оцiнками.

Особливо показовим є порiвняння обчислювальних витрат: для досягнення апроксимацiї
розв’язку з толерантнiстю до похибки на рiвнi 1% кусково квадратичним апроксимацiям
МСЕ достатньо 224 скiнченних елементiв, тодi як рiвномiрна сiтка потребує 2560 еле-

ментiв — тобто бiльш нiж у 11 разiв бiльше. Це переконливо демонструє суттєво вищу
ефективнiсть квадратичних базисних функцiй порiвняно з рiвномiрним пiдходом, особли-
во в умовах сингулярної збуреностi задачi з примежовими шарами в околах защемлених
торцiв оболонки.

Нижче на рис. 1–4 ми подаємо результати обчислень, одержанi на останньому кроцi
нашого уточнення апроксимацiй МСЕ на сiтцi з 𝑁10 = 224 скiнченних елементiв.

Висновки. У статтi розроблено та дослiджено числову методику розв’язання задачi
статики цилiндричної оболонки Тимошенка, яка включає:
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𝑛 𝑁𝑛 ‖𝜓𝑛‖Π ‖𝜀𝑛‖Π 𝛿𝑛, % 𝑝𝑛

0 20 2,91025 4,44112 201,085 —

1 30 2,93886 2,64888 215,073 2,55

2 44 2,93990 1,21475 155,843 3,29

3 68 2,94002 0,441056 65,9490 3,77

4 100 2,94003 0,129326 18,6474 4,39

5 154 2,94003 0,0359371 4,54144 4,72

6 184 2,94003 0,0197677 1,09245 4,88

7 208 2,94003 0,0165043 1,06070 4,78

8 216 2,94003 0,0154421 1,01158 4,76

9 222 2,94003 0,014689 1,00413 4,75

10 224 2,94003 0,0144363 0,991085 4,74

Табл. 1. Збiжнiсть послiдовностi кусково квадратичних апроксимацiй та глобальних показникiв

апостерiорних оцiнювачiв їхнiх похибок в термiнах енергетичної норми.

Рис. 1. Розподiл прогину 𝑊 (𝑧) вздовж меридiана оболонки.

(i) алгоритм МСЕ з кусково квадратичними апроксимацiями вектора узагальнених змi-
щень, внески кожного скiнченного елемента до якого обчислено аналiтично за допу-
щення сталих даних задачi на елементi, що усуває потребу в чисельному iнтегруван-
нi;

(ii) поелементно визначений апостерiорний оцiнювач похибок залишкового гатунку на
основi кубiчних полiномiв, коефiцiєнти iндикаторiв якого пропорцiйнi кубу дiаметрiв
скiнченних елементiв i вiдтворюють наближенi значення третiх похiдних змiщень у
центрах елементiв;

(iii) апостерiорнi оцiнки збiжностi послiдовностi квадратичних апроксимацiй МСЕ, якi де-
монструють надiйне вiдтворення нижньої межi iстинної похибки в енергетичнiй нормi
задач.
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Рис. 2. Розподiл кiльцевого зусилля 𝑁2(𝑧) вздовж меридiана оболонки.

Рис. 3. Розподiл перерiзувального зусилля 𝑁13(𝑧) вздовж меридiана оболонки.

Рис. 4. Розподiл згинального моменту 𝑀1(𝑧) вздовж меридiана оболонки.



Розробка ℎ-адаптивного МСЕ для статики цилiндричних оболонок 9

Список використаних джерел

[1] Абрамов Є., Лiпiна О., Шинкаренко Г., Ямелинець А., Кусково-лiнiйнi апроксимацiї ℎ-адаптивного
методу скiнченних елементiв для одновимiрних крайових задач, Вiсн. Львiвс. ун-ту. Сер. приклад.
матем. iнформ. 11 (2006), 3–189.

[2] Вагiн П.П., Iванова Н.В., Шинкаренко Г.А., Постановка, розв’язуванiсть та апроксимацiя варiацiйних
задач статики зсувних оболонок, Матем. методи фiз.-мех. поля 42 (1999), no. 2, 53–61.

[3] Григоренко Я.М., Савула Я.Г., Муха I.С., Лiнiйнi та нелiнiйнi задачi пружного деформування оболонок
складної форми та методи їх чисельного розв’язання, Приклад. мех. 36 (2000), no. 8, 3–27.

[4] Квасниця Г., Малашняк П., Шинкаренко Г., Порiвняння ℎ-адаптивних схем МСЕ рiзних порядкiв для
одновимiрних крайових задач, Вiсн. Львiвс. ун-ту. Сер. приклад. матем. iнформ. 30 (2022), 45–59.

[5] Шинкаренко Г., Малашняк П., Аналiз ℎ-адаптивного методу скiнченних елементiв в задачi статики
цилiндричних оболонок: I. Коректнiсть осесиметричного варiацiйного формулювання, Фiз.-матем.
модел. iнформ. техн. 40 (2025), 27–36.

[6] Шинкаренко Г., Малашняк П., Аналiз ℎ-адаптивних апроксимацiй МСЕ в задачах статики цилiндри-
чних оболонок, у Математичнi проблеми механiки неоднорiдних структур, Зб. наук. праць, Львiв,
2024, 41–42.

[7] Трушевський В.М., Шинкаренко Г.А., Щербина Н.М., Метод скiнченних елементiв i штучнi нейроннi
мережi. Теоретичнi аспекти i застосування, Львiв, 2014.

[8] Ainsworth M., Oden J.T., A posteriori error estimation in finite element analysis, John Wiley & Sons, 2000.
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Abstract. A computational framework is developed for the finite element analysis of a Ti-
moshenko cylindrical shell subject to axisymmetric loading, formulated as a variational
equilibrium problem. Closed form algebraic expressions for the element stiffness contribu-
tions to the block tridiagonal system of equations are obtained analytically for piecewise
quadratic shape functions, bypassing the need for numerical quadrature. A local residual-
based a posteriori error estimator (APEE) is constructed elementwise, with indicators built
from cubic correction polynomials whose coefficients scale with the third power of the mesh
spacing and capture approximate third order displacement derivatives at element midpoints.
Performance of the scheme is assessed through numerical experiments on a rigidly clamped
shell with pronounced boundary layer behaviour near the supports: uniform mesh refine-
ment studies show that the APEE accurately tracks the actual FEM discretisation errors
measured in the energy norm.
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