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Розв’язки квалiфiкацiйних задач
просунутий рiвень (9–11 класи)

Задача 1. Про натуральнi числа 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 (𝑛 ≥ 3) вiдомо, що

НСД(𝑎1, 𝑎2) · НСД(𝑎2, 𝑎3) · · ·НСД(𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) · НСД(𝑎𝑛, 𝑎1)

є квадратом натурального числа. Довести, що

НСК(𝑎1, 𝑎2) · НСК(𝑎2, 𝑎3) · · ·НСК(𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) · НСК(𝑎𝑛, 𝑎1)

також є квадратом натурального числа.

Розв’язання. Як вiдомо для будь-яких 𝑚,𝑛 ∈ N виконується рiвнiсть

НСД(𝑚,𝑛) · НСК(𝑚,𝑛) = 𝑚 · 𝑛.

Позначимо

𝑎2 = НСД(𝑎1, 𝑎2) · НСД(𝑎2, 𝑎3) · · ·НСД(𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) · НСД(𝑎𝑛, 𝑎1), 𝑎 ∈ N

i
𝑏 = НСК(𝑎1, 𝑎2) · НСК(𝑎2, 𝑎3) · · ·НСК(𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) · НСК(𝑎𝑛, 𝑎1).

Тодi

𝑎2 · 𝑏 = 𝑎1 · 𝑎2 · 𝑎2 · 𝑎3 · · · 𝑎𝑛−1 · 𝑎𝑛 · 𝑎𝑛 · 𝑎1 = (𝑎1 · 𝑎2 · · · 𝑎𝑛)2.

Отже,

𝑏 =
(︁𝑎1 · 𝑎2 · · · 𝑎𝑛

𝑎

)︁2

.

Нехай
𝑎1 · 𝑎2 · · · 𝑎𝑛

𝑎
=

𝑝

𝑞
, де НСД(𝑝, 𝑞) = 1.

Тодi

𝑏 =
𝑝2

𝑞2
.

Оскiльки НСД
(︀
𝑝2, 𝑞2

)︀
= 1 i 𝑝2

𝑞2 ∈ N, то 𝑞2 = 1. Тобто 𝑏 = 𝑝2 — квадрат
натурального. Доведено.



Задача 2. Чи iснує множина 𝑆, яка складається iз 100 рiзних точок
площини, така, що центр мас будь-яких 10 рiзних точок множини також
належить множинi 𝑆?



Задача 3. Знайти кiлькiсть трiйок дiйсних чисел (𝑥, 𝑦, 𝑧) кожна з яких
задовольняє системi ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥+ 𝑦2 + 𝑧4 = 0,

𝑦 + 𝑧2 + 𝑥4 = 0,

𝑧 + 𝑥2 + 𝑦4 = 0.

(1)

Розв’язання. Запишемо систему (1) у виглядi⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 = −𝑦2 − 𝑧4,

𝑦 = −𝑧2 − 𝑥4,

𝑧 = −𝑥2 − 𝑦4.

(2)

Бачимо, що 𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0, 𝑧 ≤ 0. Тому можемо зробити замiну 𝑎 = −𝑥,
𝑦 = −𝑏, 𝑧 = −𝑐, де 𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0, 𝑐 ≥ 0. Тодi системи (2) набуває вигляду⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎 = 𝑏2 + 𝑐4,

𝑏 = 𝑐2 + 𝑎4,

𝑐 = 𝑎2 + 𝑏4.

(3)

Оскiльки система (3) симетрична, то без обмеження загальностi можна
вважати, що 𝑎 = max{𝑎, 𝑏, 𝑐}. Тодi маємо два випадки:

1) 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐, тодi 𝑎2 + 𝑏4 ≥ 𝑏2 + 𝑐4
(3)⇒ 𝑐 ≥ 𝑎, тобто 𝑎 = 𝑏 = 𝑐.

2) 𝑎 ≥ 𝑐 ≥ 𝑏, тодi 𝑐2 + 𝑎4 ≥ 𝑏2 + 𝑐4
(3)⇒ 𝑏 ≥ 𝑎, знову 𝑎 = 𝑏 = 𝑐.

Як бачимо у будь-якому випадку 𝑎 = 𝑏 = 𝑐, тобто 𝑥 = 𝑦 = 𝑧. Тодi
система рiвносильна рiвнянню

𝑥+ 𝑥2 + 𝑥4 = 0 ⇔ 𝑥
(︀
1 + 𝑥+ 𝑥3

)︀
= 0 ⇔

[︂
𝑥 = 0,
1 + 𝑥+ 𝑥3 = 0.

𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥3 — зростаюча функцiя на (−∞;∞), 𝑓(−1) = −1 < 0,
𝑓(0) = 1 > 0. Тому iснує 𝑡 ∈ (−1; 0), що 𝑓(𝑡) = 0. Враховуючи, що
функцiя 𝑓(𝑥) зростає на (−∞;∞) маємо, що 𝑡 — єдиний корiнь рiвняння
1 + 𝑥+ 𝑥3 = 0. Тому система має два розв’язки.
Вiдповiдь: два розв’язки.



Задача 4. При яких натуральних 𝑛 у виразi

*12 * 22 * 32 * · · · * 𝑛2

замiсть * можна розставити знаки “+” або “−” таким чином, щоб у ре-
зультатi отримати 0?

Розв’язання. Нехай 𝑛 = 8𝑘 + 7, де 𝑘 ∈ N ∪ {0}. Якщо 𝑘 = 0, то знаки
можна розставити наступним чином

12 + 22 − 32 + 42 − 52 − 62 + 72 = 0.

Помiтимо, що для будь-якого 𝑥 ∈ R:

𝑥2−(𝑥+1)2−(𝑥+2)2+(𝑥+3)2−(𝑥+4)2+(𝑥+5)2+(𝑥+6)2−(𝑥+7)2 = 0.

База iндукцiї при 𝑘 = 0 доведена. Припустимо, що при 𝑚 ∈ N ∪ {0}

0 = 𝑥1 · 12 + 𝑥2 · 22 + 𝑥3 · 32 + · · ·+ 𝑥8𝑚+7 · (8𝑚+ 7)2,

де 𝑥𝑖 ∈ {−1; 1} для будь-якого 𝑖 = 1, . . . , 8𝑚 + 7. Тодi знаки можна
розставити i при 𝑘 = 𝑚+ 1, оскiльки

0 =𝑥1 · 12 + 𝑥2 · 22 + 𝑥3 · 32 + · · ·+ 𝑥8𝑚+7 · (8𝑚+ 7)2

+ (8𝑚+ 8)2 − (8𝑚+ 9)2 − (8𝑚+ 10)2 + (8𝑚+ 11)2

− (8𝑚+ 12)2 + (8𝑚+ 13)2 + (8𝑚+ 14)2 − (8𝑚+ 15)2.

Крок iндукцiї доведено.
Очевидно, що при 𝑛 = 3 розставити знаки неможливо. Припустимо,

що 𝑛 = 8𝑘 + 3, де 𝑘 ∈ N. Якщо 𝑘 = 1, то знаки можна розставити
наступним чином:

−12 + 22 − 32 − 42 − 52 + 62 + 72 + 82 − 92 + 102 − 112 = 0.

Те, що знаки можна розставити для будь-якого 𝑘 ∈ N, щоб вийшов 0
можна довести за iндукцiєю. База iндукцiї при 𝑘 = 1 доведена. Припу-
стимо, що при 𝑚 ∈ N

0 = 𝑥1 · 12 + 𝑥2 · 22 + · · ·+ 𝑥8𝑚+3 · (8𝑚+ 3)2,



де 𝑥𝑖 ∈ {−1; 1} для будь-якого 𝑖 = 1, . . . , 8𝑚 + 3. Тодi знаки можна
розставити i при 𝑘 = 𝑚+ 1, оскiльки

0 =𝑥1 · 12 + 𝑥2 · 22 + · · ·+ 𝑥8𝑚+3 · (8𝑚+ 3)2

+ (8𝑚+ 4)2 − (8𝑚+ 5)2 − (8𝑚+ 6)2 + (8𝑚+ 7)2

− (8𝑚+ 8)2 − (8𝑚+ 9)2 + (8𝑚+ 10)2 − (8𝑚+ 11)2.

Крок iндукцiї доведено.
Очевидно, що при 𝑛 = 4 розставити знаки неможливо. Припустимо,

що 𝑛 = 8𝑘 + 4, де 𝑘 ∈ N. Якщо 𝑘 = 1, то знаки можна розставити
наступним чином:

12 − 22 − 32 + 42 − 52 − 62 − 72 + 82 − 92 + 102 − 112 + 122 = 0.

Те, що знаки можна розставити для будь-якого 𝑘 ∈ N, щоб вийшов 0
можна довести за iндукцiєю. База iндукцiї при 𝑘 = 1 доведена. Припу-
стимо, що при 𝑚 ∈ N

0 = 𝑥1 · 12 + 𝑥2 · 22 + · · ·+ 𝑥8𝑚+4 · (8𝑚+ 4)2,

де 𝑥𝑖 ∈ {−1; 1} для будь-якого 𝑖 = 1, . . . , 8𝑚 + 4. Тодi знаки можна
розставити i при 𝑘 = 𝑚+ 1, оскiльки

0 =𝑥1 · 12 + 𝑥2 · 22 + · · ·+ 𝑥8𝑚+3 · (8𝑚+ 4)2

+ (8𝑚+ 5)2 − (8𝑚+ 6)2 − (8𝑚+ 7)2 + (8𝑚+ 8)2

− (8𝑚+ 9)2 + (8𝑚+ 10)2 + (8𝑚+ 11)2 − (8𝑚+ 12)2.

Крок iндукцiї доведено.
Припустимо, що 𝑛 = 8𝑘, де 𝑘 ∈ N. Тодi

0 =
𝑘∑︁

𝑖=1

(︀
(8𝑖− 7)2 − (8𝑖− 6)2 − (8𝑖− 5)2 + (8𝑖− 4)2 − (8𝑖− 3)2

+ (8𝑖− 2)2 + (8𝑖− 1)2 − (8𝑖)2
)︀
.

Таким чином, розставити знаки так, щоб вийшов 0 можна при довiль-

ном 𝑛 ∈ N, такому, що 𝑛
... 4 та 𝑛 ≥ 8 або 𝑛 ≡ 3 (mod 4) та 𝑛 ≥ 7.

Залишилось розглянути випадки, коли 𝑛 ≡ 1 (mod 4) та 𝑛 ≡ 2 (mod 4).
Очевидно, що замiна будь-якого знаку з “+” на “−” у виразi 12 + 22 +
32 + · · ·+ 𝑛2 не змiнює парностi (непарностi) цього виразу.

12 + 22 + 32 + · · ·+ 𝑛2 =
𝑛(𝑛+ 1)(2𝑛+ 1)
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— непарне число, якщо 𝑛 ≡ 1 (mod 4) або 𝑛 ≡ 2 (mod 4). Отже, при
𝑛 ≡ 1 (mod 4) або 𝑛 ≡ 2 (mod 4) отримати 0 не виходить.
Вiдповiдь: 𝑛 = 4𝑘, де 𝑘 ≥ 2 або 𝑛 = 4𝑘 + 3, де 𝑘 ≥ 1.



Задача 5. Iван i Андрiй грають у гру. Першим ходить Iван. У ряд роз-
ташовано 𝑛 лунок (𝑛 ≥ 2), причому 𝑘 самих лiвих з них зайнято мета-
левими кульками (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1). За хiд гравець може взяти кульку з
довiльної непорожної лунки i перекласти її в будь-яку порожню лунку,
яка знаходиться правiше тiєї, з якою гравець взяв кульку. Гра продовжу-
ється до тих пiр, поки 𝑘 самих правих лунок не опиняться заповненими.
Знайти всi пари (𝑛; 𝑘) при яких Iван має виграшну стратегiю.

Задача 6. Знайти всi пари цiлих чисел (𝑥; 𝑦) для кожної з яких вико-
нується рiвнiсть 𝑥2 − 𝑦3 = 1.

Задача 7. Знайти геометричне мiсце центрiв рiвностороннiх трикутни-
кiв, що вписанi в заданий рiвнобедрений трикутник.

Задача 8. Довести, що вирази
𝑥7 + 𝑦7

𝑥+ 𝑦
та

𝑥7 − 𝑦7

𝑥− 𝑦
можна представити у

виглядi 𝑡2 + 7𝑢2, а вирази
𝑥11 + 𝑦11

𝑥+ 𝑦
та

𝑥11 − 𝑦11

𝑥− 𝑦
— у виглядi 𝑡2 + 11𝑢2,

причому 𝑡 та 𝑢 рацiонально виражаються через 𝑥 та 𝑦.

Задача 9. Дiагоналi чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷 перетинаються в точцi 𝑂.
Значення площ трикутникiв𝐴𝑂𝐵,𝐵𝑂𝐶 i 𝐶𝑂𝐷 позначимо вiдповiдно че-
рез 𝑎, 𝑏 i 𝑐. 𝑀 , 𝑁 , 𝐾, 𝐿 — вiдповiдно середини сторiн 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 i 𝐷𝐴.
𝑃 — точка обрана всерединi чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷. Значення площ чо-
тирикутникiв 𝑃𝑀𝐴𝐿, 𝑃𝑀𝐵𝑁 , 𝑃𝑁𝐶𝐾 позначимо вiдповiдно через 𝑥, 𝑦
i 𝑧. Виразити через 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 площу чотирикутника 𝑃𝐾𝐷𝐿.

Задача 10. На дощцi 𝑛 × 𝑛 (𝑛 > 1) вiдмiчено 𝑘 клiтинок. Необхiдно
переставити рядки i стовпцi так, щоб всi вiдмiченi клiтинки виявилися
не нижче головної дiагоналi. При якому найбiльшому 𝑘 таке гарантовано
можливо?


